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1.1. Las cargas eléctricas y las fuerzas asociadas. Ley de Coulomb

En los cursos de Quimica previos nos hemos topado con palabras propias de nuestro
temario pero cuyo significado no comprendimos a fondo. Sabemos que los atomos tienen un
nucleo conformado por protones, de carga positiva, neutrones, sin carga, y alrededor del
nacleo un enjambre de electrones de carga negativa. Hasta aprendimos cosas aun mas
extrafias como niveles de energia en los que se ubicaban los electrones (1 s, 2s,...).

Pues bien, tanto los protones como los electrones son los ejemplos elementales de cargas
eléctricas. La naturaleza nos entrega exclusivamente dos tipos de carga: positivas y
negativas. Estos son s6lo nombres y no conllevan juicio alguno (algunas personas piensan
que las cargas positivas son “buenas” y que las negativas son “malas”). Cada atomo tiene
iguales cantidades de carga positiva y negativa por lo que lo declaramos “neutro”. Sin
embargo, es posible alterar este balance. EI método mas antiguo reportado estd basado en
frotar un objeto contra otro. Al rozar unos atomos contra otros algunos “pierden” electrones,
guedando cargados positivamente, mientras que otros “ganan” los electrones que fueron
cedidos y quedan entonces cargados negativamente. Los detalles de este fendmeno,
denominado triboelectricidad, son complejos para ser considerados ahora pero es interesante
mencionar que la palabra electron es de origen griego y significa ambar. EI &mbar es una
resina vegetal que facilmente adquiere carga por frotamiento, en particular contra pieles de
animales. Las razones por las que alguien podia encontrar Util, 0 aunque sea interesante, el
frotar una resina contra una piel escapan a mi entendimiento. Como sintesis es bueno recordar
que un objeto cargado eléctricamente es aquel que ha intercambiado carga con otro (sea por
frotamiento o por formas que ya mencionaremos). Esto lleva a una conclusion importante,
dado que la naturaleza nos brinda &tomos neutros (con iguales cantidades de cargas positivas
y negativas), ese balance debe mantenerse siempre porque hemos constatado
experimentalmente que la carga eléctrica no es susceptible de ser creada o destruida, solo
puede ser transportada de un sitio a otro. Este es el llamado principio de conservacion de la
carga y la experiencia demuestra que se cumple sin excepciones. Lo utilizaremos

extensivamente porque es el primer paso para estudiar muchas situaciones

(https://www.youtube.com/watch?v=6_HI1g_InKO0, https://www.youtube.com/watch?v=dwJ-MM7yu4E).
Volviendo a los resultados experimentales observamos que dos objetos cargados con el

mismo tipo de carga experimentan una fuerza repulsiva. En cambio, si las cargas son de

diferente tipo, la fuerza es atractiva. Esto era simplemente una curiosidad para divertir a reyes

y poderosos y durante muchisimos afios no se produjo avance alguno.
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En el siglo XVIII Charles Agustin de Coulomb llevo a cabo una serie de experimentos en
los que cuantificd las caracteristicas de estas fuerzas entre objetos cargados. Para hacerlo

utilizo lo que llamamos una balanza de torsion y que vemos en la figura 1.

Suspension head

Fiber

Figura 1. Experimento de Coulomb

En el extremo de un hilo (fiber)cuelga una barra horizontal balanceada en la que se ubica
una pequena esfera () que puede ser cargada al frotarla con otro objeto. En las vecindades se
ubica otra esfera cargada (g;) y montada sobre un soporte firme. Dado que actdan fuerzas
eléctricas de atraccién o repulsion el hilo tiende a retorcerse en un sentido u otro. Para
devolver al sistema a la condicion original se rota el extremo superior del hilo (suspension
head) en sentido contrario y se registra el angulo & girado. Para pequefias rotaciones el hilo
sigue un comportamiento lineal semejante a la ley de Hooke para un resorte, por lo que resulta
que el torque 7 es proporcional al angulo & rotado a través de la Ilamada constante de torsion
del hilo C; (z=C.#). Con el torque conocido, asi como la distancia de la esfera cargada al hilo,
es posible computar la fuerza eléctrica actuante sobre la esfera (;recuerdan la relacion entre
fuerza, distancia y torque?).

El resumen de los experimentos se sintetiza en la asi llamada ley de Coulomb, la que para
esferas muy pequefias (casi puntos) dice que el mddulo de la fuerza de interaccion es
proporcional al producto de las cargas g; Y g, de cada esfera e inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia di, que las separa.
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Figura 2. Interaccion eléctrica entre dos cargas puntuales

‘lflz‘ =k @ (1)
d12
donde k es una constante a determinar. Coulomb no sélo encontré el médulo de la fuerza,
también observo que la misma actda sobre la recta que une los objetos 1 y 2.
Esta ley es fundamental y debemos discutirla en detalle. Surgen preguntas como: ¢de
dénde proviene?, ;como se puede demostrar? En el fondo, ;qué es la carga eléctrica? La
respuesta a la primera es que es una ley totalmente nueva, encontrada experimentalmente, y

que no puede ser reducida a un conocimiento previo. En este sentido la ley de Coulomb se

., " : = mm .
parece a la ley de atraccion gravitatoria de Newton (‘F‘:G#). No sélo son

12

matematicamente iguales, sino que también son fundamentales en el mismo sentido, no
hemos sido capaces de reducirlas a conceptos previos y por eso las consideramos leyes
basicas de la naturaleza. Las fuerzas gravitatorias son siempre atractivas pero las eléctricas
pueden ser atractivas o repulsivas; sin embargo desde el punto de vista matematico las leyes
son iguales. En este punto nos encontramos en una situacion similar a la que vivimos cuando
fuimos expuestos por primera vez al concepto de masa y de fuerza gravitatoria. Recordemos
gue no fue facil asimilarlos y que lentamente, luego de estudiar muchos ejemplos, fuimos
“entendiendo” el significado de estos conceptos. Obviamente la masa es mas facil (mas o
menos) para que vayamos conectando los conceptos de fuerza, masa y aceleracion porque nos
hacen pensar en empujar un changuito de supermercado vacio y luego lleno de botellas de la
bebida que nos plazca. En cuanto al peso sucede algo semejante; tenemos una experiencia
sensorial previa que nos ayuda un poco.

Lamentablemente no sucede lo mismo con las cargas eléctricas y las fuerzas asociadas. No
tenemos una vivencia cotidiana de ellas, con la posible excepcion de arrimar el brazo a un

televisor encendido y sentir como el vello del brazo es atraido hacia la pantalla. Este déficit de
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experiencia sensorial nos va a demandar un poco mas de abstraccion. No es simple pero
haremos todo lo posible para allanar el camino.

Volviendo a la ley de Coulomb queda pendiente el tema de la constante k. Dado que el
concepto de carga eléectrica es nuevo podriamos optar por definir la unidad de carga como
aquella que ubicada a una unidad de distancia de otra igual genera una fuerza unitaria por lo
que la constante también sera unitaria. Esta era la eleccion tomada en el sistema CGS pero
cay0 en desuso. En el sistema internacional (SI) se tomd otra decision y la unidad de carga,
denominada Coulomb (C), quedd dada por otro camino que comentaremos en otro momento.
La constante k deja de ser unitaria y vale aproximadamente 9 x 10° N m% C?Esta constante
tan grande sugiere que las fuerzas eléctricas son muy intensas y lo veremos con el siguiente
ejemplo:

Supongamos que tenemos dos bolas de carbono (grafito, mina de lapiz) de diametro
21.6mm y separadas 2 m (las bolas son chicas comparadas a la distancia).

Naturalmente NO hay fuerzas eléctricas entre ellas porque son objetos NEUTROS.
Tenemos que romper el empate pasando electrones de una a otra.

Un experimento llevado a cabo por Robert Millikan en 1909 mostr6 que la carga de los
electrones y los protones es igual en médulo y equivale a 1.6 x 10 *° C.

¢Cuantos electrones vamos a pasar? Antes una estimacion. Buscando datos en internet
(¢ cuales?) encontramos que cada bola es aproximadamente un mol (N=6.02x10%).

Cada atomo tiene 6 electrones, la cantidad total de electrones es:
Ne= 6 X 6.02x10%%=3.612x10%*¢electrones

Rompemos el empate pasando una fraccion muy pequefia de electrones de una bola a la otra:
1 parte en 10°. Movemos s6lo un electrén de cada mil millones; es como si de la poblacién de
la Tierra eligiéramos unas 7 personas solamente.

¢Cuanta carga pasamos de un cuerpo al otro?

Carga= carga electron X Nro total electrones X fraccion movida
q={1.6x10™ C} {3.612x10**} {1x10°}=5.78x10™ C

¢ Cudl es la fuerza de interaccion?(las cargas de cada bola son iguales en modulo)
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[Fe:9x109 (Nm%/C?) {[5.78x10"* C]%/(2 m)?}=751.69 N ]

Respuesta: La fuerza eléctrica es del orden del peso de un hombre adulto.
Repetimos, nos hemos apartado de la neutralidad perfecta solo en una parte en mil
millones y ya tenemos una fuerza que, si no fijaramos las bolas de alguna forma, las haria

acelerar segun:

¢Cual es la fuerza de interaccion gravitatoria entre las bolas?

[Fg:Gmlmz/dZ: 6.67x10" NmZkg? [12x10° kg]?/(2 m)>=2.4x10™ N ]

Las fuerzas eléctricas son muchisimo mas intensas que las gravitatorias, ain con un

desbalance muy pequefio respecto de la neutralidad.

Podemos preguntarnos ahora: ¢Para qué queremos fuerzas eléctricas? Pues bien, las
fuerzas que mantienen el enlace entre atomos tienen un caracter eléctrico (aunque no tan
simple como muestra la ley de Coulomb), asi que al menos nos interesa para mantenernos en
una Unica pieza. Mas alla de esta reflexion egoista les contamos que la fotocopiadora o la
impresora laser funcionan directamente en base a fuerzas eléctricas, asi que si queremaos poner
una fabrica de ellas nos preocuparia el tema.

La interaccion entre dos cargas ya quedd descripta. Pero la buena noticia (o0 mala, segln
sea vista) es que puede ser extendida al caso de varias cargas recurriendo al llamado principio
de superposicién que nos asegura que, en el caso de tener varias cargas presentes, la fuerza
total actuante sobre una carga puede ser calculada como la suma vectorial de las fuerzas.
Dado que la oracion anterior es un poco compleja vamos a plantearla con un ejemplo simple
que muestra la figura 3.

Para no complicar el ejemplo hemos dibujado tres cargas, g1, 02 Y s, ubicadas en las

posiciones r;, T, y T, medidas con respecto a un origen de coordenadas O. Todas las cargas

son consideradas positivas para facilitar el primer analisis. Supongamos que el objetivo es
computar la fuerza eléctrica total actuante sobre la carga 3. En base al principio de

superposicién estudiamos primero la interaccion entre la carga 1 y la 3 (sin tomar en cuenta la
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2), luego lo hacemos para el par 2 y 3 (sin considerar la 1) y finalmente sumamos los
resultados parciales para tener la fuerza total deseada.

La tarea no parece complicada puesto que evaluar con la ley de Coulomb el médulo de
cada fuerza es simple, asi que resta hacer un dibujo prolijo para hacer la suma vectorial. No
sera tarea dificil pero es muy tediosa por lo que vamos a hacer algunos arreglos que nos
permitiran simplificar el calculo e inclusive generar un algoritmo que podamos programar en

una computadora.

(o]

Figura 3. Sistema de tres cargas eléctricas puntuales

Concentrémonos en la interaccién entre las cargas 1 y 3. La fuerza, repulsiva por ser cargas
del mismo signo, apunta en la direccion de la recta que une dichos puntos. Especificamente el

vector T, —F, apunta en el sentido en el que lo hace la fuerza actuante sobre la carga 3 por la

interaccion con la 1. Tomamos entonces el médulo de la fuerza:

‘Ifﬂ‘ =k %( |, —T;| es la distancia entre ambos puntos)
r-h

y si le agregamos un vector unitario en la direccion de r, —r, tendremos la fuerza dada con

modulo y sentido. Para generar dicho vector unitario dividimos a r, —r; por su modulo y
obtenemos:
0,9, F3 - T _ﬁ

= ka0, —
-r)f B=fl [

F.,, =k

Esta es una expresion vectorial muy util porque contiene toda la informacion necesaria; ya
no tenemos que computar el modulo por un lado y dibujar el sentido despueés. La aplicacion

directa de esta expresion, aunque parezca mas complicada, nos reduce la cantidad de trabajo.
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Si pasamos ahora a la interaccion entre la carga 2 y la 3 es sélo cuestién de cambiar los
subindices:

T, -,

kngl

= 2|

S6lo nos queda sumar para tener la fuerza total sobre la carga 3: F, =F, +F,,

= 09, F
F, =k
SRl R

Nos podemos preguntar ahora sobre qué habria pasado si alguna de las cargas hubiera sido
negativa. Pues bien ... basta con poner cada carga con su respectivo signo (verifiquenlo!!!).
Podemos entonces generalizar la situacion y pensar que tenemos un conjunto de cargas
puntuales g; (i=1...N) y queremos computar la fuerza eléectrica actuante sobre una carga g;

cualquiera. Generalizando las expresiones anteriores obtenemos:

N —F
ZKQQ.q - @)

i=li#] ‘ i i‘

Veamos cada término por separado. Primero la sumatoria nos indica que tenemos que
considerar los pares posibles a excepcion de la carga j-ésima consigo misma, dado que la
experiencia muestra que no existe interaccion de una carga puntual consigo misma. Y menos
mal que es asi porque la distancia seria nula y estariamos en serios problemas. Luego, cada
término es una simple repeticiébn de lo ya visto, por lo que no presenta mayores
complicaciones (més all& del tedio). Es importante destacar un aspecto de nomenclatura que
repetiremos extensivamente; el primer subindice indica la carga (o lugar) sobre la que
estudiamos el efecto de las demas, reflejado en el segundo subindice. Por supuesto que es solo
una convencion, pero es la utilizada internacionalmente y pretendemos seguir la misma regla.

Veamos un ejemplo con las siguientes cargas (el prefijo n se lee “nano” y equivale a 10°°)

y posiciones (las cargas estan en el plano z=0 para simplificar el dibujo):

9, =10nC, ri=(1f+2]) q. 2t *q
d, =-5nC, r‘Z:(Of+1]) ’ '
Gs=-2nC, r,=(-2i+27]) 1%
q,=20nC, r,=(-1i-27) s R
N
q4- 2T

Figura 4. Un ejemplo con cuatro cargas puntuales
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Queremos calcular la fuerza total actuante sobre la carga 2. Reemplazamos los valores para
obtener:

IEZJ_ =9X109N—rnz(—5><10_9 CXlOXlO_g C) [(O f+1 ])_(1f+ 2 i)] =—4.5X10_5 (_lf_l ]) N

¢ Oi+1])-i+2j)f 2.83
1ot N e oY g0 C\[(Of+1j)—(—2f+2j)]: 06 (27 -17)
23 x C?2 ( X X X /‘(OiA+1j)—(—2iA+2 ]]3 11—.18
. =9x10° N (L5110 C)20x10° c\[(0f+1i)‘(‘1f‘2})]:_9 107 (1f+3j)N
24 X C2 ( X X X /‘(0f+1 j)—(—li > 113 X 3162

+ + + +
283 1118 = 3162 283 = 1118 = 3162
=(1477+66 ])x10° N

ﬁ_&4.5x10-5 18x10°° —9><105Jf+(4.5x10-5 ~9x10°° —27x105J¢)
=

Aunque quede reiterativo enfatizamos una vez mas la regla. Primero ubicamos la carga
sobre la que queremos calcular el efecto (qg;, r;) y luego recorremos todas las demas (qi, ri, i#).
Antes de continuar vamos a regodearnos con una cuota de maldad. No contentos con haber
introducido subitamente muchas ideas nuevas: existe la carga eléctrica, hay fuerzas eléctricas,
no se pueden reducir a otros conceptos,... vamos a hacer un cambio de nomenclatura. Por

razones que seran comprensibles mas adelante, la constante de proporcionalidad k de la ley de

Coulomb la presentamos como: k = la constante &g se Ilama permitividad del vacio y

T &,
en el sistema internacional vale (obviamente) 8.85 x 10> C?/Nm?. Pedimos paciencia y ya
veremos que este cambio de nomenclatura es atil porque el factor 4 7 se cancela en otras
expresiones y el resultado es mas “elegante”.

Un comentario de cierre: La experiencia de Coulomb fue realizada con objetos reales,
hechos de materiales reales. Sin embargo no hemos mencionado nada de las propiedades de
dichos materiales. Aunque no sepamos mucho de la cuestion eléctrica, las palabras “aislador”
0 “conductor” no nos son totalmente extrafias. En este capitulo, y en el que sigue, suponemos
gue tenemos cargas “puras” no pertenecientes a material alguno. Esta limitacion sera
corregida mas adelante, pero conviene sefialar que deberiamos hablar de distribuciones de
carga antes que de objetos cargados. Si bien trataremos de respetar esta convencion es
inevitable que se nos escape algo como “una esfera cargada” cuando deberiamos haber dicho
“una distribucion esférica de carga”
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1.2. Lasdistribuciones continuas de carga

El método anterior, aunque tedioso, permite calcular la fuerza eléctrica actuante sobre una
carga que interactia con otras. En un parrafo previo mencionamos que la carga de los
electrones y protones es, en médulo, el mismo valor. Dicha cantidad recibe el nombre de
carga elemental puesto que ésta es la cantidad minima e indivisible que se encuentra en la
naturaleza (tomemos esto sin demostracion)®. Por lo tanto todo objeto cargado ha de tener un
multiplo entero de estas unidades elementales. Si analizamos el ejemplo anterior, donde
propusimos cargas del orden de 10° C, vemos que el nimero de cargas elementales
involucradas es muy grande (=10'°). Es decir que si ponemos una mas o una menos el cambio
porcentual en el resultado es despreciable. Eso nos lleva a concebir una situacion aproximada,
pero muy util, y es la de considerar a la carga como una magnitud continua con las
propiedades de una variable real. Por lo dicho anteriormente esto no es estrictamente posible
desde el punto de vista matematico puesto que la carga no es una variable continua sino una
discreta, pero a los fines practicos es una suposicion muy acertada.

¢Para qué nos puede servir esto? Pues bien, en situaciones del mundo real el niUmero de
cargas involucrado en un problema real es muy grande y proceder con una suma discreta
como la presentada en el ejemplo es virtualmente imposible. Necesitamos otra aproximacion
y ésta viene de la mano de nuestro pedido anterior de considerar a la carga como una variable
real continua °.

Para comprender esto pensemos en una fotocopia comdn (todos hemos esperado
pacientemente para obtener una, ¢no?). ;Cémo anda la fotocopiadora? Observamos que
luego de poner el original sobre el vidrio y presionar el boton correspondiente se desliza por
debajo del original una luz blanca que explora la imagen a copiar, este es el scanner. La
imagen reflejada contiene zonas claras (papel) y oscura (tinta). Esta imagen es enfocada y
transferida sobre un cilindro no en forma de un dibujo, sino como una distribucién de cargas
eléctricas. Donde llegd mucha luz hay pocas cargas y sobre las zonas correspondientes a las
partes oscuras se deposita una cantidad apreciable de cargas. Asi, luego de explorar la imagen,
el cilindro tiene “pintada” una copia de la imagen no con tinta sino con cargas. El paso
siguiente consiste en distribuir sobre el cilindro particulas de toner que han sido cargadas con
polaridad opuesta. Estas se adhieren por atraccion eléctrica y ahora el cilindro esta “pintado”

de negro donde corresponde. Luego la hoja de papel es presionada sobre el cilindro mientras

La carga de los quarks (objetos de escala atémica) son fracciones de la del electrén pero no se pudieron aislar.

?Algo semejante sucedi6 en Fisica | con la masa
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rota de forma tal de transferir el toner al papel. Sélo resta el “planchado” que calienta el papel
y funde al toner dentro del mismo para que no se borre. Hemos presentado, si bien de forma
muy simple, el primer uso de las fuerzas eléctricas (No estaria mal ser el duefio de una de las
compaiiias fabricantes de fotocopiadoras, ¢ no?).

Ahora que expusimos el principio de funcionamiento supongamos que queremos
cuantificar el proceso para poder tener criterios de disefio. Rapidamente vemos que el nimero
de particulas de toner es demasiado grande como para evaluar el resultado a partir de la suma
discreta que expusimos anteriormente (¢;vieron alguna vez que el toner parece un polvo muy
fino?).

Vamos a cambiar nuestro método para simplificar el problema, pero como una fotocopia es
un problema bidimensional es demasiado dificil por ahora y vamos a considerar algo mas
simple: un objeto unidimensional cargado, por ejemplo un alambre, y una Unica carga puntual
Jo sobre la que computamos la fuerza. (ver figura 5).

Concentremos ahora nuestra atencion en una pequefia porcion del alambre (trazo rojo) de
largo Al y que tiene una carga Ag. Si hacemos tender Al a cero la razén Aq / Al tiende a un
limite Ilamado densidad lineal de carga A (1=dg/dl). Dicho valor es la cantidad de carga por
unidad de longitud y las unidades son C/m. Noten que este paso ha sido posible por
considerar a la carga como una variable continua. Ahora, con nuestra mirada fija en el
segmento de largo dl y carga dqcomputamos el diferencial de fuerza actuante entre dicha
parte del alambre y go. Nos valemos de la ley de Coulomb pero tenemos que ser cuidadosos a
la hora de asignar las variables. La posicion donde se encuentra g la denotamos por I (como
en nuestro ejemplo previo) y la correspondiente a la de la carga con la que interactia la

nombramos 1.

Alambre cargado

dg=Adl

.
7 - 10
F

0 :

Figura 5. Interaccién eléctrica entre un alambre cargado y una carga puntual.
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Asi obtenemos:

1 r-r’'

dlf 0 ,‘3 (3)

%o

B 4re, ‘ _

Ahora resta imaginar que recorremos todo el alambre y sumamos las contribuciones

elementales, es decir que integramos el diferencial de fuerza a lo largo del cable.

1 r—r' 1 r-r’
F, =|dF, = d = Adl 4
o =0 = | qoq\r—r'3 Ca{|e4”€o e=rf “

En la Gltima expresion reemplazamos dg=Adl siguiendo la definicion de la densidad lineal

de carga.
Algunas aclaraciones:
El alambre toma la forma de una curva en el espacio C, dicha curva puede ser

parametrizada con un unico parametro t; tomando coordenadas cartesianas:
C(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k=F
El vector tangente a la curva vale:

P {dx(t) o dy(t) . dz(t) 12} dt

I+ J
dt dt dt

Y su modulo esté dado por:

HECYNETINET) '

Notemos que el parametro t se encuentra en la posicion del tramo rojo de la figura 5 y en el

modulo del vector tangente.

Seguramente todo este desarrollo ha sido muy dificil asi que lo mejor es mostrar con un
ejemplo mostrado en la figura 6. Una distribucion rectilinea de largo L esta cargada con una
densidad lineal constante Ap. La carga o Se encuentra a una distancia d del eje de la
distribucion y centrada en el largo de la misma.

Somos libres de elegir el sistema de referencia que mas nos convenga. Ubicamos a la
distribucion sobre el eje x y el origen de coordenadas sobre el punto medio de la misma de

forma tal que el punto en el que se encuentra go quede sobre el eje y.
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|

Figura 6. Una distribucién de carga rectilinea
Con esta eleccion tenemos: (los vectores I y r'aparecen ligeramente corridos para verlos
mejor)

F=(0f+d j+0K) F=(x7+0j+0K) di=dx

For=(-xi+d j+0Kk) [F—Ff =(x2+d?)” (5)
L L

- ()G f (F=F)dg_ aq, +J3(—x'f+d]+0I2)Aodx'

K drmey L |F—f'|3 d7me, L (X'z—l—dz)s/2
2 2

Notese que la integral anterior es vectorial, el numerador contiene un vector expresado en
sus componentes cartesianas y entonces tenemos tres integrales a resolver. Por mas incomodo
que parezca, la fuerza es una magnitud vectorial y por lo tanto tiene componentes que
debemos calcular. En la expresion anterior la tercera componente es nula (¢se ve el motivo?)
asi que el problema queda reducido a evaluar dos términos:

L WL
()= f XNdx' g ?
' 47[50 LX’2+d )3/2 47e, w/iX +d2”
2
L +£
F (F)=_" f (d)adx’ _ gd X _ % AL ©)
U dmey A(xr+d?)” Amed(x?d?)? L 47 dyf(L2/a+d?)
2 2
F,(F)=0

Puede parecer complicado pero con un poco de practica se torna simple. La secuencia es
siempre la misma:

1. Ubicar el punto (F) donde se encuentra la carga o sobre la que queremos calcular la

fuerza.
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2. Encontrar un punto genérico (F’) de la region cargada en funcion del parametro que
describe a la curva.

3. Expresar el elemento de linea dlen funcion del parametro.

4. Calcular (F— F’), reemplazar e integrar, en términos del parametro.

Este ejemplo se concentrd en un sistema cargado unidimensional (1-D). Nada impide
pensar en objetos cargados bidimensionales (2-D) o tridimensionales (3-D). S6lo necesitamos
extender el concepto de una distribucidn continua de cargas para estas situaciones.

Definimos entonces la densidad superficial de carga o como la cantidad de carga por
unidad de superficie: o=dg/dS. Las unidades de esta magnitud son C/m?. Extendiendo,
definimos la densidad volumétrica de carga p como la cantidad de carga por unidad de
volumen: p=dg/dV, con unidades de C/m®.

Habiendo definido las tres densidades de carga: lineal, superficial y volumétrica, podemos
generalizar y dar las expresiones de la fuerza eléctrica actuante sobre una carga o debido a

las diferentes situaciones:

F(r)=—" Iﬂﬂ)ﬁ—jwl -

= distribucion lineal
dreys “_r'
I:'q (r _ °F) G(T)(r—r;)d
" dzeyy |r-r

F, (r)= % A r3) V' distribucién volumétrica (9)
dregy  fr-r

2 distribucion superficial (8)

En las ecuaciones (7)-(9) enfatizamos que las respectivas densidades de carga, lineal,

=/

superficial, o volumétrica, son funciones del punto de la fuente r’ sobre el que nos
encontramos. Si bien muchos de los ejemplos presuponen que dichas densidades son valores
constantes, también hay muchas situaciones en las que no lo son y por lo tanto hay que
expresarlas como funcion de las coordenadas del punto genérico del dominio de la
integracion.

Practiqguemos un ejemplo 2-D y otro 3-D. Para el primero imaginamos una letra O que
aparecera en una fotocopia. La letra la suponemos con forma de corona circular de radio
interior R; y exterior R que yace en el plano x-y con el centro en el origen de coordenadas
(podemos poner el origen de coordenadas donde nos plazca). Asimismo, consideraremos que
la “oscuridad” de la letra es uniforme, lo que corresponde a decir que la densidad superficial
de carga op es constante. Queda por decidir donde vamos a colocar nuestra carga o sobre la

que calcularemos la fuerza. Como somos un poco vagos elegimos un lugar obvio, facil y nos

1-14



? FACULTAD o _
‘ DE INGENIERIA FISICA Il (2008; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires
decidimos por un punto sobre el eje z porque intuimos que el resultado sera mas

simple.Asignamos entonces algunas variables:

r=(0,0,2)
r'=(x,y',0) (10)
dq = o,dS

En el segundo renglén tenemos un problema; xe y” deben pertenecer a la corona, pero ésta
es redonda y estamos usando coordenadas cartesianas. Es l6gico pasar a un sistema polar
donde todo es mas simple:

X' =r'"cos(¢’), y =r'sin(ep) 1)
R <r'<R,; 0<¢'<27x

F S

\'-\'l.“r

I\‘,-'

Figura 7. Distribucién de carga con forma de corona circular
De la misma manera debemos cambiar el elemento de area:
dS=r" de'dr’ (12)

Sigamos con el célculo:
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(F =) = (=1 cos(e))i —r'sin(¢) ] + zk
‘r —r’ =(r cos?(¢) + r'sin®(¢') + 22)%2 = (1'% 4 22)7% (13)

_, 3 jj —r'COS(w')i\_r’SIn(wl)]—'—le)r'dr’d¢’
Fa = 47z50 (r? + zz)%

Nuevamente vemos que hay tres integrales a resolver. Las dos primeras son faciles porque
las funciones seno y coseno integradas en un periodo devuelven un valor nulo. Este agradable
resultado puede ser corroborado analizando la figura 5. Para cada elemento de area en las
coordenadas (r',¢'") existe uno igual en (r',¢'+7z), por lo que las componentes en los ejes x e y
se vuelven nulas y s6lo nos queda la componente en z.

¥ qO O- Z v/ 1 i qoo-o 1 1
F,(F)= drdg’ = b 14
) '([(r’z +7 )3/2 ' 2¢, ZL/R.2 . R’ +22] (49

Esta expresion nos brinda la fuerza que actuaria sobre la carga qo de la figura 7. Por
supuesto que elegimos un lugar facil para ubicarla, y asi conseguimos que dos de las tres
componentes de la fuerza fueran nulas, pero en nada altera el desarrollo. En caso de haber
imaginado que (o estaba en otro lado el procedimiento habria sido exactamente el mismo, sélo
que en ese caso las tres componentes de la fuerza habrian resultado diferentes de cero (y

encontrar la primitiva es mucho més dificil).

Pasemos al dltimo ejemplo y consideremos una distribucion esférica de radio a
uniformemente cargada con densidad volumétrica de carga o, constante
AVISO: NO CONFUNDIR ESTA DENSIDAD DE CARGA CON EL RADIO VECTOR
DE LOS SISTEMAS DE COORDENADAS CILINDRICOS O ESFERICOS; ES UN
LAMENTABLE PROBLEMA EL USAR LA MISMA LETRA PARA DESIGNAR DOS
VARIABLES DISTINTAS. APARECE REPETIDO VARIAS VECES PERO
LAMENTABLEMENTE NO TIENE SOLUCION PORQUE EL NUMERO DE
LETRAS ES INFERIOR AL DE VARIABLES.

Esta situacion equivaldria aproximadamente a la de una particula de toner en una
fotocopiadora. Como ya dijimos, la eleccion del origen de coordenadas es a nuestro gusto y lo
ubicamos en el centro de la esfera. Dada la simetria del problema, la posicion de qo es
irrelevante, asi que la consideramos puesta sobre el eje y y fuera de la esfera cargada.
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Figura 8. Distribucién esférica de cargas

Tenemos las siguientes posiciones:

F’:(x’l +y j+7 IZ)
X" =r"cos(6") cos(¢p’)
y' =r'cos(8')sin(p’)
' =r'sin(¢) (15)

F—F' = (( r' cos(0') cos(g')) 1 +(y —r' cos(6’)sin(g")) ] +rsin(¢’) IZ)
F—7° =(r? +y?> =2 y r' cos(0") sin(¢'))*
0<r'<a;0<¢'<27;,0<0'<rx

Nota: Medimos el angulo ¢’en el plano xy y respecto del eje x. El angulo & esta medido
desde el eje z.

En las expresiones anteriores reconocimos que si la fuente es esférica conviene utilizar una
descripcion en coordenadas esféricas (jjjQué descubrimiento!!!)

Terminemos entonces nuestra tarea, la fuerza actuante sobre o es:

27 (= — 27r —»/

= ey Lo [TTE=F)yy _ Po iT
Fq°(r)_47zf90 ;[;[!F—F’Fd 47:9 !;[-ch

La expresion anterior nos dice (si la integracion no falld) que la fuerza actia en la

3
r'z sin( )dr'd&'dgo':(o, a '002 ,0)(16)
3g,Y

0

direccion del eje y, lo que resulta razonable porgue si volvemos a la figura 6 notamos que para

cada elemento de la fuente en x’,y’,z’existe uno idéntico en x’, y’, -z’, por lo que la
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componente segun el eje z es nula. Con la misma idea, para cada elemento en x’, y’, 7’
tenemos otro en —x’, y’, z” lo que lleva a que la componente segin el eje x también

desaparezca del resultado final.

Estos han sido tres ejemplos relativamente simples. Las formas no eran complicadas y las
densidades de cargas fueron supuestas constantes. Aunasi hubo bastante trabajo y muy
tedioso. Trataremos de mantenernos dentro de los ejemplos faciles y mas adelante
aprenderemos una propiedad muy atractiva que, en determinados casos simples, nos permite

calcular las fuerzas sin recurrir al largo, aburrido y peligroso trabajo de integracion.

Nota complementaria: En esta ultima parte hemos hecho uso del concepto de carga
distribuida. En temas que veremos proximamente nos interesa calcular la cantidad total de
carga presente en un objeto. Si invertimos las definiciones en las que presentamos las

densidades de carga obtenemos:

Q = [ 4 di distribucion lineal
C

Q= .[0 dS distribucion superficial
S

Q= j p dV distribucion volumétrica
\%

Para el caso particular de tener densidades uniformes (i.e. no dependen de la posicion) el

proceso de integracion se limita a una simple multiplicacion:

Q=A0L
QZGQS
Q=pV

Un error muy comudn es utilizar estas expresiones cuando la densidad de carga es

variable. Antes de seguir el camino facil hay que verificar que es valido jHacerlo!

1.3. El campo eléctrico. Lineas de campo

En las expresiones anteriores, tanto sea cuando tenemos un conjunto discreto de cargas,

como cuando tratamos con una distribucién continua, esta implicita la idea de que aparece una
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fuerza eléctrica de interaccion entre un objeto cargado A y otro B. Si arbitrariamente
consideramos que el A es la carga go y el B todo el resto, notamos que la fuerza de interaccion
tiene una dependencia lineal simple con qo. Si la duplicamos el resultado también lo hace. Por
simples razones de economia podemos pensar que resulta conveniente hacer el célculo de la
fuerza para un valor de g unitario para luego hacer regla de tres para obtener la solucién para
otros valores de .

Pero podemos ir un poco mas alla de esta vision “practica” y pensar que si estamos en un
punto de observacion Ten el que tenemos la carga go e imaginariamente la removemos,
entonces en esa posicion hay “algo” aunque ya no esté presente o para tener una fuerza
mensurable.

Ese “algo” es denominado campo eléctrico y tiene similitudes con el campo gravitatorio
aunque su raiz fisica es totalmente diferente (de hecho las fuerzas gravitatorias son de
naturaleza diferente a las eléctricas). Si tomamos una piedra con la mano, sentimos en la
palma una fuerza debida a la atraccion gravitatoria entre la piedra y nuestro planeta. Si nos
movemos a otro sitio seguimos sintiendo la fuerza en la mano y estamos convencidos de que
en cualquier lugar en que nos ubicaramos igual sentiriamos esa fuerza. Abstrayendo,
concebimos entonces la idea de un campo gravitatorio generado por la Tierra y que es un
vector que en cualquier punto nos da la direccidn en que actuaria la fuerza sobre la piedra.Esta
idea la extendemos y concebimos que un objeto cargado genera en su entorno un campo
eléctrico, una magnitud vectorial que apunta en la direccion en la que actuaria la fuerza
eléctrica si pusiéramos otra carga o en las vecindades del primer objeto cargado.

Esta carga o, que permite “observar” al campo recibe el nombre de “carga de prueba” y

arbitrariamente es considerada siempre como positiva.
Definimos entonces el vector campo eléctrico E(F) como la fuerza eléctrica actuante por

unidad de carga:

F(r)

0
El campo eléctrico es el primer ejemplo de varias cantidades (escalares o vectoriales) que,

E(r)= (17)

definidas vagamente, son de la forma: “resultado obtenido por unidad de algo”. En el
sistema internacional las unidades del campo eléctrico son N/C.

No es facil concebir un campo vectorial y es bueno recurrir a algunas analogias para
comprenderlo un poco mejor.

Un primer ejemplo es el campo de velocidades del agua de un rio. Pensemos que lanzamos

a la corriente de agua un pufiado de corchos todos pintados de colores distintos y seguimos su
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camino. Notamos que algunos avanzan rapidamente (en el centro del rio), algunos lentamente
(contra la costa) y algunos pueden quedar atrapados en remolinos y rotar.

Ahora filmamos el movimiento de los corchos y cuadro tras cuadro nos dedicamos a seguir
el movimiento de cada uno para luego hacer un grafico. Cada corcho, en cada lugar, tiene
asignado una velocidad. Graficados todos juntos nos brindan el campo de velocidad del rio.
Marcando la trayectoria de cada corcho obtenemos las “lineas” del campo de velocidades.
Como sabemos que la velocidad es siempre tangente a la trayectoria concluimos entonces que
las lineas del campo de velocidades son tangentes a las lineas de flujo.

Suficiente con el agua; volvamos a nuestro problema eléctrico y en particular a la figura 7.
En ella supusimos que la carga de prueba se encontraba sobre el eje y, pero nada nos impide
considerar que su posicion es cualquier lugar en el espacio. La vamos “paseando” y nos
imaginamos para donde actuaria la fuerza resultante (lo mismo que con la piedra de hace un
rato). La respuesta es simple: tendriamos siempre una fuerza de repulsion en la direccion de la
recta que une el centro de la esfera con qo. Entonces, si para cada punto del espacio dibujamos
un vector que nace en la esfera cargada y termina en el lugar donde se encuentra Qo

obtendremos un diagrama como el de la figura 9.

Figura 9. Lineas de campo de una esfera uniformemente cargada

La distribucion espacial de las lineas de campo semeja un erizo de mar con sus puas. Para

escribir formalmente este campo combinamos la (16) con la (17) y lo ilustrado por la figura 7.
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p = 3.3/0 1 Qesfera 1 , .
El modulo del campo vale: ‘E‘ = 3 V2 = —- Segun ya mencionamos, el obtener
I

o Y 4, y*

una dependencia como 1/y’reflejaba el hecho de haber ubicado la carga de prueba sobre el eje
y. Pero, dada la simetria del problema, lo unico relevante es la distancia desde la carga de
prueba al centro de la esfera. Por lo tanto, podemos escribir que el médulo del campo vale:

= Qupera 1
‘E‘: 47;50 r2

donde r es la distancia desde el centro de la esfera al punto donde se encuentra

la carga de prueba. A partir del modulo encontramos el vector simplemente ayudados por la
figura 8. La direccion es radial saliente, por lo tanto:
Qesfera if
4re, 1’

La expresion anterior es correcta pero contiene muchas trampas ocultas que nos pueden

E = (18)
llevar a cometer errores terribles (el nUmero de examenes reprobados por este error es
impactante).

Primero nos enfrentamos con el versor © que nace en el origen de coordenadas y apunta
hacia el punto genérico donde se encuentra la carga de prueba. ;Qué sucede si tenemos la

situacion de la figura 10?

Figura 10. Campo debido a dos cargas puntuales.
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Si solo existiera q; la pondriamos en el origen de coordenadas y no tendriamos problema
alguno. Lo mismo pasaria si solamente existiera g,. Lamentablemente no es asi; podemos
mover el origen de coordenadas para que coincida con una de las cargas (si nos parece
conveniente) pero entonces la otra no estéd en el origen. Lo que jamas debemos hacer (error
muy comun) es ir paseando el origen de coordenadas para que siempre la carga que estamos
analizando quede en el lugar facil y entonces escribimos un campo en la direccion del versor
radial correspondiente. Esto esta MAL porgque NO se puede correr el punto O una vez que lo
elegimos.

En forma vectorial la respuesta correcta es:

|

. W [ o g
E(,)= — 1 __(F -
(O) 47[80 ||_‘"0_F1|3(0

l)+|F?—2F|3(FO _Fz)
0 2

-

Es muy importante notar que cada término apunta en una direccion distinta. Si hubiéramos
persistido en escribir todas componentes en r (moviendo el origen de coordenadas) el
resultado habria sido erréneo.

El mismo problema aparece con los versores ¢ 0 @, conforme nos movemos cambian de

direccion. En tal sentido es muchisimo mas seguro operar en coordenadas cartesianas donde

los versores X, ¥, Z mantienen siempre su direccion, aunque nos movamos.

Despueés de este interludio mateméatico podemaos volver a la fisica. Con la ecuacion (2) (si
las cargas son puntuales) o las ecuaciones (7) a (9) para el caso de distribuciones continuas,
podemos calcular la fuerza actuante sobre la de prueba go. Entonces, para obtener el campo
eléctrico sdlo resta dividir por qo.

Queda hacer un comentario respecto de la magnitud de la carga de prueba qo. Ya
mencionamos que por convencion la consideramos como positiva; queda pendiente comentar
que dicha carga debe ser lo suficientemente pequefia como para no alterar la distribucion
espacial de las otras involucradas en el problema. A primera vista esta Gltima afirmacion
puede sonar extrafia porque hemos declarado que conocemos la distribucion de las cargas que
generan el campo (sea 1-D, 2-D o 3-D). ;Cémo puede ser que el valor de o sea relevante? La
respuesta detallada queda para mas adelante, pero podemos adelantar que en el caso en que el
objeto cargado sea metalico, la forma en que las cargas se distribuyen depende de la presencia
de otras vecinas. En esta situacion resulta conveniente que la carga de prueba sea lo mas
pequeiia posible para que las alteraciones que produzca sean despreciables. Entonces

mejoramos nuestra definicion de campo eléctrico como:
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q )
0 (

0

E(r)=1lim,

Con los métodos expuestos anteriormente podemos calcular, en cualquier punto del
espacio, el campo eléctrico generado por un cuerpo cargado. Por tratarse de una magnitud
vectorial obtenemos tres funciones. La comprension de los resultados se torna muy
dificultosa, por lo que conviene recurrir a una presentacion grafica de los resultados. La
primera opcién es dibujar vectores en lugares selectos. Vamos a aplicar este método para un
sistema formado por dos cargas positivas iguales Ay B . En la figura 11 representamos los
campos generados por cada carga individual (en azul y verde) y en la 12 el campo total (en

rojo).

Es
N Y
Ea

EX ) E/
E E
> S Ea
Ea B Ep
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AN
Figura 11. Campos generados por dos cargas positivas iguales
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Figura 12. Campo total generado por dos cargas positivas iguales

Hoy dia, con computadoras es una tarea relativamente simple, pero si se desea tener un
dibujo detallado es necesario presentar muchos vectores y rapidamente la representacion
gréfica se vuelve confusa. Para mejorar la presentacion se convino en que era mejor presentar

las asi llamadas lineas de campo. Estas lineas son curvas tales que en cada punto del espacio
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el campo eléctrico resulta tangente a dicha curva. Si esta afirmacion es confusa vamos a verla

en accién con un dibujo simple para la misma situacion de las figuras 11y 12.

=

Hnet

Figura 13. Lineas de campo para dos cargas positivas iguales.

Si bien la figura 13 sigue mostrando los vectores, es habitual no presentarlos y quedarnos
solo con las lineas de campo. Sabemos que en cada punto el campo debe ser tangente a la
curva. Dado que hemos perdido la informacién sobre el modulo del campo al no dibujar el
vector debemos dar una convencion para reemplazar la informacion faltante. La regla es que
la densidad de lineas dibujadas sea proporcional a la intensidad del campo. La densidad de
lineas se mide en la direccion normal al campo y el numero total de lineas que “salen” o
“entran” de una carga es proporcional a esta. Si el campo es “débil” dibujamos una baja
densidad de lineas. Por el contrario, si el campo es “fuerte” dibujamos “muchas” lineas. Otra
regla es que trazamos las lineas “naciendo” en las cargas positivas y “muriendo” en las
negativas. Por tal motivo decimos que las cargas positivas son “fuentes” del campo y las
negativas son “sumideros”. Las palabras “fuentes” y “sumideros” tienen una fuerte raiz del
campo de los fluidos. Podemos pensar (muy ligeramente) que las cargas positivas son como
una “ducha” en la que nacen las lineas de campo para terminar en un “drenaje” que son las
cargas negativas. En una barfiera real el agua emana de la regadera (fuente), se va por la rejilla
(sumidero) y las lineas de flujo del agua se ven simplemente. En el caso eléctrico la situacion
es mas dificil (no podemos ver el campo) pero la analogia es bastante buena.

Como ayuda a la hora de dibujar las lineas de campo destacamos que no se deben
cruzar jamas, puesto que si esto sucediera en un punto P, esto significaria que la fuerza
actuante sobre la carga de prueba no estaria univocamente definida.

Para ayudar un poquito vamos a presentar otros ejemplos (siempre con dos cargas) pero
con distintos signos y valores.
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Como tarea proponemos determinar cual carga tiene mayor valor (prescindiendo del signo).

Figura 14. Lineas de campo para dos cargas de diferente valor

Otro ejercicio: Determinar los signos de las cargas y las magnitudes relativas (contar el

namero de lineas) en la figura 15.

Figura 15. Cuatro configuraciones de campo

¢Para qué nos interesa el campo eléctrico? Algunas personas encuentran razon suficiente
en contemplar la belleza de las ecuaciones y dedican mucho tiempo al estudio de las
propiedades matematicas. Otras prefieren verlo en accion, “haciendo” cosas. Siendo la
Ingenieria una disciplina dedicada, entre otras cosas, al disefio de “aparatos” vamos a ver

algunos ejemplos concretos que nos sirvan de referencia.
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Vamos a efectuar descripciones muy generales, porque los detalles tecnolégicos son
complejos y dificiles de seguir a esta altura.

Ya vimos cOmo operaban las fuerzas eléctricas en una fotocopiadora

(' https://www.youtube.com/watch?v=euVQY SbpFXE, https://www.youtube.com/watch?v=rE9QqgeR5t64 ).

Otros casos  de interés  sonel precipitador  electrostatico de polvo

(https://www.youtube.com/watch?v=x5YFK8mmeR, https://www.youtube.com/watch?v=Yz7fVySGugY) V la

pintura electrostatica (https://www.youtube.com/watch?v=L AEGkagkzhQ). Para la pintura el

principio es igualmente simple; la pintura, en forma de un polvo muy fino, es cargada
positivamente, mientras que el objeto a ser pintado (un auto por ejemplo) estd cargado
negativamente. La fuerza eléctrica atrae a las particulas de pintura hacia el objeto donde
quedan adheridas. Un proceso posterior las fija. Esta pintura, a diferencia de las comunes, no
utiliza un solvente volatil que deba evaporarse. De esta forma se evita la contaminacion
ambiental con vapores potencialmente toxicos. Mucho mas glamorosos son los dispositivos
MEMs (Micro Electro-Mechanical), éstos son sistemas de escala microscopica que son

desplazados con fuerzas eléctricas. Para una pequefia muestra ver la siguiente pagina:
http://electronics.howstuffworks.com/dip1.htm.

1.4.  El flujo del campo eléctrico. La ley de Gauss

Muchas propiedades de un campo vectorial quedan determinadas por el flujo y la
circulacion del mismo, los que a su vez estan intimamente ligados a los teoremas de Gauss y
Stokes con sus respectivos operadores divergencia y rotor.

En las seccion anterior hablamos de las “fuentes” (las cargas positivas) y “sumideros” (las
cargas negativas) del campo eléctrico. Estos términos tienen un fuerte origen “hidraulico”
sugiriendo que un fluido emana de las fuentes para ser consumido en los sumideros. Con la
palabra flujo pasa exactamente lo mismo. Originariamente fue concebida para calcular, por
ejemplo, la cantidad de agua que fluye por un rio. En este caso el campo en cuestion es el de
velocidades y la interpretacion es simple y directa.

Con el campo eléctrico la situacion es mas dificil porque no lo podemos ver y ademas es
un concepto mucho mas abstracto porque involucra la fuerza que actuaria sobre una hipotética
carga de prueba puesta en un lugar.

Igualmente conviene refrescar la memoria y recordar que el flujo ® de un campo vectorial

F a través de una superficie S esta dado por:
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= j F.dS (19)
S
El integrando es el producto escalar de dos magnitudes vectoriales (no olvidarlo) y la
superficie S puede ser abierta o cerrada. En este Ultimo caso se conviene en considerar la
direccion de dS apuntando hacia fuera de la region cerrada y el flujo queda dado por el
conocido teorema de Gauss-Ostrogradsky:
® = | F-dS = [div(F)dv (20)
5] \Y
donde V es el volumen limitado por Sy div es el operador divergencia.
Suficiente repaso; hagamos un ejercicio matematico: Computar el flujo del campo eléctrico
generado por una carga puntual Q (positiva) a través de una superficie esférica de radio r, tal

que el centro de dicha esfera coincida con la carga Q.
Hacemos una vista 2-D del problema en la figura 16.

;S'T

Figura 16.Una carga puntual Q rodeada por una superficie esférica S concéntrica.

Intencionalmente hemos elegido un problema simple. En efecto, por lo visto en el capitulo
anterior, el campo eléctrico generado por una carga puntual es sélo funcion de la distancia a la

misma y vale (considerando que la carga esta en el origen de coordenadas):

Dado que la superficie sobre la que integramos es una esfera de radio r, es conveniente
expresar el elemento de area como: dS =r?sin(¢)d@ de F. Notar que el elemento de area

también apunta en la direccion radial (hacia fuera de la esfera).
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El flujo es entonces:

CD:T.T( : %fj-(rzsin(e)de do f):g (21)

&y

Curiosidad: el resultado es independiente del radio r de la esfera. No debemos detenernos
aqui porque se trataria simplemente de un ejercicio matematico mas de una larga lista.
Conviene ver si logramos extraer algun significado. Volvamos a la analogia hidréulica:
Pensemos en una ducha; las lineas de flujo de agua “nacen” en la ducha y caen. Rodeemos la
ducha con una superficie real o imaginaria y computemos el flujo del agua a través de dicha
superficie. Lo que obtenemos son la cantidad de litros por segundo que atraviesan la
superficie. ¢Cudl es la fuente de dicho caudal? Para nuestro problema es la ducha (ya sabemos
que el agua vino por dentro del cafio desde la planta potabilizadora, pero no es relevante para
nuestra discusion). Volviendo al campo eléctrico decimos entonces que la carga Q es fuente
del campo eléctrico E y que el flujo del mismo a través de una superficie esférica concéntrica
es proporcional a la carga (el factor g no importa porque sélo refleja el sistema de unidades).
Surge ahora una pregunta obvia: ;Qué habria pasado si hubiéramos rodeado la carga con una
superficie cerrada arbitraria? ¢ Tendriamos que repetir el calculo para un numero infinito de
superficies? La respuesta requiere del teorema de Gauss y para desarrollarla la bosquejamos

en la figura 17.

Figura 17.Una carga puntual Q rodeada por una superficie esférica S, y una arbitraria Sey

La solucion estriba en considerar un volumen V(turquesa) limitado interiormente por nuestra

esfera del problema anterior (Si) y exteriormente por una superficie arbitraria Sey. Aplicamos
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el teorema de Gauss a este volumen, para ello debemos computar la divergencia del campo
eléctrico generado por la carga Q. En coordenadas esféricas tenemos:

. 190 1 o /. 1 ok
E)=— (e )+ % (sin(O)E, )+~ - * = 22
aiv(E) r2 or (e s rsin(@)ae(sm(g) )t rsin(@) op 0 r#0 (22)

CUIDADO: Debemos hacer una mencion importante respecto de una notacion: El

simbolo E; denota la componente del campo en la direccion del versor radial vy
significado analogos tienen EgyE, En muchos cursos de Analisis Il se le asigna a la
primera el significado de la derivada parcial de E con respecto a r (y conceptos
similares con los restantes). Nosotros necesitamos distinguir las componentes de un
vector, por lo que el subindice indica el valor de dicha componente en la direccion
indicada. Cuando queremos indicar una derivada parcial, por ejemplo con respecto a r,
utilizamos la notacién &/ér

La divergencia del campo eléctrico es nula excepto en r=0 (lugar donde esta la carga). El
primer sumando es nulo porque el factor r? se cancela con el término 1/r® presente en la
componente E, del campo. Las otras componentes del campo, E»y E,, son nulas.

Dado que el volumen V estudiado no contiene al punto r=0, podemos asegurar que el flujo
total que atraviesa la superficie es nulo, es decir:

D=0=Dgexi+Dsint (23)
Por lo que ®sexi= -Dsint

Los flujos son iguales a menos de los signos, pero esto es facil de comprender (y cambiar)
porque notamos que en nuestro ejemplo original la normal a la superficie esférica Sy tenia la
direccion opuesta a la utilizada en este Gltimo céalculo (comparar las figuras 15 y 16). Si
invertimos los signos para llevar todo a la misma convencién llegamos a la conclusion que el
flujo computado a través de la superficie esférica es igual al que obtendriamos sobre cualquier
otra superficie cerrada que encerrara a la carga Q.

El resultado de la ecuacidn (21) es entonces valido para cualquier superficie. Ademas, en
virtud del principio de superposicion, podemos extender este resultado a un conjunto de varias
cargas encerradas dentro de una superficie, obteniendo:

®=§E.d§=% (24)
S €y
donde Qenc denota la totalidad de la carga encerrada dentro de la superficie S.
La ecuacion (24) se denomina, con poca originalidad, ley de Gauss de la electrostatica. Si

bien la derivacion fue hecha a partir de considerar una 0 mas cargas puntuales, es facil ver que
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la misma también aplica a una distribucion continua puesto que cualquier objeto cargado
puede ser descompuesto en elementos de carga dq para los cuales aplicamos la misma
deduccion.

Un ultimo comentario matematico: el caso mas general de un objeto cargado corresponde a

una distribucion volumétrica (3D). En esta condicion la (24) se transforma en:

Ip dv
@:§E.d§:Qenczv (25)
S €o €o
Si recurrimos una vez mas al teorema del flujo (20) encontramos que:
div(E)=~£ (26)
€o

Esta ultima relacion contiene exactamente la misma cuota de informacion que la (24), sélo
que esta escrita en terminos de derivadas parciales (por el operador divergencia) en lugar de
una integral. Como dicen los libros de cocina reservamos la (26) para dentro de unas clases.
Volvamos a la ley de Gauss porque varias veces la utilizaremos para estudiar distintos
aspectos del campo eléctrico. Ahora, para aliviar las tensiones de tanta matematica, vamos a
mostrar cémo con un poco de buen razonamiento previo (mas algo de suerte) y la ayuda de la
ley de Gauss podemos determinar el valor del campo eléctrico sin necesidad de recorrer el
dificil camino de las ecuaciones (7)-(9).

El nucleo de la idea se encuentra en que algunas distribuciones de carga son lo
suficientemente sencillas como para que podamos inferir la direccion de las lineas de campo
por simples razonamientos geométricos. Si esta oracion soné complicada vamos a un primer
ejemplo basado en la distribucion de carga esférica de radio a y densidad uniforme py

(positiva) de la figura 8, la que miraremos de costado.

EE
_ ,-/”/H _
LS—

E,

Figura 18. Una distribucion volumétrica uniforme de carga
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La clave del analisis reside en ubicarnos en el punto rojo, sobre el que deseamos computar
el campo eléctrico, y notar que el objeto cargado puede ser dividido en contribuciones
elementales de las que mostramos sélo dos, denominadas A y B. Estos elementos estan

simétricamente posicionados respecto del punto de observacién. Las contribuciones de campo
gue generan, EA y EB , dan porresultante ET que se encuentra dirigida en la direccion radial.

Como el proceso se puede repetir, encontrando otros elementos distribuidos simétricamente
sobre toda la esfera, concluimos que el campo en el punto de observacién apunta en la
direccion radial. Notese que el resultado habria sido el mismo para cualquier otro punto de
observacion que estuviera a la misma distancia r puesto que la distribucion de carga es
simétrica ante cambios en ¢ 0 0. Este resultado ya lo habiamos encontrado antes, pero ahora
lo conseguimos “desarmando” el objeto cargado y analizando las contribuciones elementales.

¢Cual es el beneficio de todo este empefio? Veremos que la ley de Gauss, junto con haber
“adivinado” la direccion de las lineas de campo, nos permitird computar el campo eléctrico
sin necesidad de recurrir al largo proceso de integracion de las ecuaciones (7)-(9).

En parrafos anteriores demostramos que el flujo del campo eléctrico a través de una
superficie cerrada es proporcional a la carga encerrada independientemente de la forma de la
superficie en cuestion. Tenemos libertad de elegir la superficie mas conveniente y nos

decidimos por una esférica que pase por el punto de observacion (figura 19)

Figura 19. Flujo del campo eléctrico a traves de una superficie esférica

Apliquemos la ley de Gauss (E y dS apuntan en direccion radial (7)).

® = E-0S = f(E(r)F)-(ds F)=fE ds =2 @7)
S S S &
Ahora necesitamos una idea importante: Al recorrer el dominio de integracion, los dos

angulos, la distancia r permanece constante. No podemos ver diferencias en la distribucion de
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carga.Concluimos que el médulo del campo eléctrico no varia sobre la regidn de integracion,

por lo que podemaos escribir:

d)szEdS:EﬁdS:ES:g (28)

&

La superficie S de la esfera vale: S=4 nr?, por lo que el médulo del campo eléctrico queda:

E(r)=-—2— (29)

- g 4rn r

Esta ecuacion es idéntica a la (18) y parece que hemos perdido el tiempo en juegos

matematicos. Sin embargo, el trabajo no ha sido en vano; apliquemos la misma técnica al caso
de tener que computar el campo en un lugar dentro de la esfera (r<a) (figura 20)

Como ya hemos determinado la direccion de las

lineasdecampo usamos la misma superficie de

integracion. Entonces, todo lo referente al miembro

de la izquierda en la (28) es idéntico. Lo que cambia

es el miembro de la derecha porque ahora la
superficie SNO encierra a la totalidad de la carga de

la esfera. La expresion correcta para el flujo es:

F
Figura 20. Calculo del campo
eléctrico dentro de una distribucion
esférica de carga

®=§EdS=E§dS=ES=ipofnr3 (30)
S S €o 3
E(r)=L2r ; E(F)=Lrr (31)
3¢, 3¢,

Es impactante la simplicidad con la que hemos obtenido la (31). Por el camino de
integracion de la (9) habriamos consumido muchas lineas de desarrollo y ahora, gracias a
haber “adivinado” la direccion de las lineas de campo, y con la ayuda de la ley de Gauss,
resolvimos el problema con menor esfuerzo. Representamos en la figura 21 el médulo del
campo eléctrico para regiones internas y externas a la esfera. Notar que en r=a coinciden
las expresiones (28) y (31).

Como comentario accesorio vale la pena mencionar que la superficie a través de la que
computamos el flujo suele ser llamada superficie gaussiana (nombre muy poco original por

cierto).
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Ahora es importante volver sobre nuestros pasos y repasar nuestra estrategia puesto que la
repetiremos en otras ocasiones pero debemos estar atentos para no utilizarla mal. En los
analisis presentados aparece como crucial la idea de simetria. Esto es correcto pero amerita
profundizarlo. El objeto cargado no sélo debe ser geométricamente simétrico, sino que
debemos ser capaces de encontrar la direccion del campo resultante en cualquier punto y una
superficie de integracion sobre la que el médulo del campo permanezca constante, de forma
tal que podamos extraerlo como un factor constante en el miembro de la izquierda en la ley
de Gauss. Como ejemplos “malos” podemos considerar un cubo o un anillo uniformemente
cargados; a pesar de la simetria geométrica es imposible determinar por razonamientos
simples la direccion de las lineas de campo y menos aun concebir una superficie sobre la cual
el modulo del campo sea constante (en el caso de cubo piensen en la diferencia de estar
parado cerca del punto medio de una de las caras y luego sobre una arista).

¢Es la esfera uniformemente cargada el Unico ejemplo Gtil? La respuesta es no.
Proponemos como caso a demostrar en casa que una esfera cargada con una densidad de carga

que dependa unicamente de la coordenada radial, o=p(r), es un caso “bueno”.

1 T T T T T T

09r A
08
0.7 r
06+

S ost
fuera

EE

04r

03

ol [\

dentro
01

1 1 1 1 1
14 2 25 3 35 4
Ha

D 1
0 05

Figura 21. Modulo del campo eléctrico normalizado para una distribucion esférica de cargas
con densidad volumétrica constante.

Pero quedan mas ejemplos sencillos ain. Tomemos como objeto una distribucion
uniforme y positiva de carga con forma de alambre y de largo infinito (figura 22). Este es un
problema tedioso de resolver por integracion de la (7). Veremos que podemos “adivinar” la
direccién de las lineas de campo y beneficiarnos con el uso de la ley de Gauss. Hacemos una

vista de costado de este “hilo” cargado.
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Ao (H)

A B
Figura 22. Vista lateral de una distribucion lineal uniforme..

Centramos nuestra atencion en los elementos A y B, ubicados simétricamente respecto del
punto de observacion (de color rojo). Notamos que las contribuciones de estos elementos, al
ser sumadas vectorialmente, entregan un campo resultante cuya direccion es perpendicular al
alambre. Este razonamiento puede ser repetido con otros pares (a izquierda y derecha del
punto de observacion), obteniendose el mismo resultado: la direccion del campo neto es
perpendicular al alambre. Como el alambre es de longitud infinita, este resultado es valido

para cualquier punto de observacion, por lo que concluimos que el campo, en todo punto del
espacio, tiene direccion radial con el alambre como eje. En sintesis: E = E(r)f . Es importante

notar que el significado de la palabra radial es diferente en este caso (de obvia simetria

cilindrica) comparado con el ejemplo anterior (de simetria esférica).

En la figura 23 mostramos una perspectiva del alambre junto con algunas lineas de campo.

Fy

Figura 23. Esquema en perspectiva de una distribucion lineal de carga de largo infinito,
uniformemente cargada y algunas lineas de campo

La historia se repite; ahora que conocemos la direccion de las lineas de campo debemos

encontrar una superficie tal que al recorrerla el modulo del campo permanezca constante. La
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respuesta aparece pronto; en la medida en que nos mantengamos a una distancia constante del
alambre el valor de campo que esperamos es constante. Tomamos entonces como superficie
de integracion un cilindro de radio r y largo L, concéntrico con el alambre (figura 24). Por
claridad hemos omitido la tapa frontal del cilindro para poder observar el alambre y las lineas
de campo, pero es importante destacar que ambas tapas deben entrar en el andlisis porque
necesitamos una superficie cerrada.

Para computar el flujo analizamos por separado las tapas y después la superficie lateral. La
respuesta para el primer caso es simple puesto que las lineas de campo son perpendiculares a
las normales a las tapas, por lo que el flujo a través de ellas es cero (;se ve claro?). Pasamos
ahora al flujo a través de la superficie lateral del cilindro (recordando que el médulo del

campo es constante cuando la recorremos):

®|at:IE-d§:IEF-dSf:IEdS:EIdS:ES:EZﬁrL:%:%

lat lat lat lat (32)
E(r)=-2o- 1 Er)=t lp
2me, ¥ 2me, 1

ds

c}a
by

Figura 24. El “*hilo”” de la figura anterior rodeado de una superficie cilindrica

Por lo expuesto en el parrafo anterior, la ecuacion (32) refleja el flujo total del campo
eléctrico a través de la superficie cilindrica. En el miembro de la derecha hemos reemplazado
la carga encerrada por el valor AL por tratarse de un alambre uniformemente cargado.

Resulta obvio comentar que la resolucion que brinda la (32) es mucho més simple que por
medio de la integracion de la (7). Podemos apuntar mas alto y pasar de la distribucion

anterior, que es un objeto 1-D, a uno 3-D semejante: una distribucion cilindrica de radio a y
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uniformemente cargada en volumen con densidad pp (positiva) (ver figura 25). Como
gjercicio previo proponemos (mas que proponer, ordenamos) efectuar un analisis semejante al
de la figura 23. Nuevamente encontraremos que las lineas de campo tienen direccion radial y,
por el mismo argumento del caso anterior, conviene tomar por superficie de integracion al
mismo cilindro.

Con estas consideraciones notamos que hay dos regiones de interés, la que corresponde al
exterior del cilindro (r>a) y la interior (r<a). La primera es la mas simple de estudiar porque
es virtualmente idéntica al ejemplo precedente dado que la superficie de integracion encierra a
la totalidad de la carga contenida en el alambre. El flujo, computado en forma analoga a la
(32) resulta:

2
®, = [E-dS=[EF-dS F:J'EdS:EJdS:ES:EanL:Qenc _pra’l
lat lat lat lat {;‘0 80
21 % q (33)
E(r):&_; E(l-:):poa 27
2gy I 26, T

Distinta es la situacion para el segundo caso (r<a) porque la superficie cilindrica a traves

de la que computamos el flujo no encierra la totalidad de la carga (figura 25). En este caso el

[ E
E_/ T -

L 2

flujo y el campo son:

Figura 25. Un cilindro uniformemente cargado y de largo infinito. lzquierda: Vista en
perspectiva; derecha vista frontal
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Figura 26.Vista frontal del cilindro de la figura 25. Se muestra la traza de la superficie
gaussiana para puntos fuera (r>a) y dentro (r<a) del cilindro.

@,at:jé.d§=j5f-dsf:jEdszEjds:ES:EZMLZQW:pomzl_

lat lat lat lat o o (3 4)
E(r):;—or; EfF)=Lorf
& 2¢,

En la figura 27 mostramos los resultados de las ecuaciones (33) y (34). Es importante
marcar que en la frontera del cilindro (r=a) ambos valores coinciden. Como tarea para el
hogar queda por demostrar que si la distribucion de cargas es de la forma p=p(r), también

podemos “adivinar” la direccion de las lineas de campo.

1
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Figura 27. Modulo del campo eléctrico para el cilindro cargado de la figura 25.

Si miramos un poco en perspectiva notaremos que fuimos capaces de encontrar ejemplos

simples en los casos de simetria esférica y cilindrica. También lo hay en el caso cartesiano y

1-37



? FACULTAD o _
‘ DE INGENIERIA FISICA Il (2008; v.1C2020) Electricidad y Magnetismo

Universidad de Buenos Aires

el sistema que estudiaremos es una distribucion plana infinita e uniformemente cargada con

densidad superficial oy (positiva)(ver figura 28).

Nuevamente mostramos los aportes de distintos aportes elementales, A, B, C y D. Estos

elementos estan simétricamente distribuidos respecto de la normal al plano que pasa por el

punto de observacion (punto rojo). El campo resultante apunta en la direccién normal al plano

porque las componentes paralelas al mismo se cancelan de a pares. Como todo el plano puede

ser descompuesto en elementos
semejantes, llegamos a la
conclusion que el campo en
cualquier lugar de observacion es
perpendicular al plano. Habiendo
encontrado la direccion de las
lineas, debemos buscar la
superficie gaussiana correspon-
diente. Hay algunas opciones, pero
las més usual es nuevamente un
cilindro como presentamos en la

figura 29 (lado izquierdo).

Figura 28. Un plano infinito uniformemente cargado

El analisis es mas simple considerando una vista lateral, sin las complejidades de una

perspectiva (figura 29 derecha)

IRE}

Figura 29. Plano cargado y superficie gaussiana cilindrica. Izquierda: vista en perspectiva,

derecha: vista lateral.
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Para computar el flujo conviene separar el analisis en dos partes: la superficie lateral y las
dos tapas. De la figura se observa que el flujo por la cara lateral es nulo puesto que la normal
a dicha superficie es perpendicular al campo. Queda entonces calcular el flujo por las tapas.
Notese que en ambas tapas la direccién de la normal a la superficie es igual a la del campo,
por lo que el &ngulo formado es una vez mas de cero grados. Como ambas tapas son idénticas
el flujo total es simplemente el doble del correspondiente al de una de ellas. Si la superficie de

cada tapa es S obtenemos:

®=2 [E-dS =2 [EdS = 2E [d5 =2E§ = D _ 70>
tapa tapa tapa ‘90 80
(35)
2¢, 2¢,

En la (35) la carga encerrada esta dada por el producto opS por tratarse de una distribucion
uniforme.A primera vista el resultado parece extrafio. La (35) predice un campo de modulo
constante, independientemente del lugar de observacion. Esto parece estar en contradiccion
con nuestra expectativa de obtener una intensidad de campo que vaya menguando conforme
nos alejamos del objeto.

La sospecha es parcialmente correcta. EI problema estriba en que hemos considerado un
plano infinito y esto fue crucial en el proceso durante el que “adivinamos” la direccion de las
lineas de campo. En el mundo real podremos tener una hoja cargada y al tener una extension
finita nuestro argumento principal falla, principalmente cuando el punto de observacion esta
proximo a los bordes de la hoja. Sin embargo el resultado de la (35) da una buena
aproximacion cuando el campo es evaluado “lejos” de los bordes del sistema real. Para
discutir este topico hacemos lo mismo cuando confrontamos la (6) con la (32) para el caso del
alambre infinito. Ahora tomamos la (14) y hacemos tender el radio interior a cero y el exterior
a infinito. Luego comparamos con la (35). El analisis que hicimos en ocasion del cable
infinito y encontrar el factor de correccion en funcién de la razén (z/R), donde z es la distancia
al disco y R el radio externo del mismo que tiende a infinito. No hacemos todo para que
trabajen un poco en casa.

Como comentarios integradores de todos los ejemplos anteriores es importante primero
remarcar que al aplicar la ley de Gauss las cargas en cuestion son las que se encuentran dentro
de la superficie gaussiana. Esto significa que las que quedan fuera no colaboran en el
resultado final (repasar los ejemplos con la bola y el cilindro cargados en volumen). Segundo,
y FUNDAMENTAL, es recordar que la ley de Gauss es valida SIEMPRE, mas alla de que
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el caso sea “facil” o “dificil”. De tanto aplicar esta ley a los casos simples, muchas personas
terminan creyendo que la validez de la misma esta restringida a estos ejemplos. Este es un
ERROR GRAVISIMO que ha costado muchos examenes.

¢Hay més ejemplos “faciles”? La respuesta es negativa; no hay otras distribuciones de
carga para las que podamos encontrar, por razonamientos simples, la direccion de las lineas
de campo y una superficie sobre la cual el médulo del mismo permanezca constante. Esto es
imprescindible porque toda la estrategia reside en extraer el médulo del campo eléctrico fuera
de la integral del flujo para asi reducir el problema a una simple multiplicacion.

Pero la falta de otros casos simples no es demasiado grave puesto que muchos casos
pueden ser resueltos considerando la superposicion de partes basadas en los ejemplos
anteriores.

Tomemos una superficie infinita, uniformemente cargada con densidad superficial op,
coincidente con el plano xz. Un alambre cargado con densidad lineal Ao, paralelo al eje z, corta
al plano xy en (0,d). Se desea conocer el campo eléctrico en la posicion (d,d,d).

Desarmamos el problema en los dos constituyentes obvios: el plano y el alambre. Por lo
expuesto en parrafos anteriores, el campo generado por el plano es de modulo constante en

cualquier posicion y apunta en la direccion normal al plano. En nuestro caso obtenemos:

Oy »~,7% . eps s
E = 270 j (jes el versor normal al plano). El alambre es un poco mas dificil de tratar por
&

0

plano

el ya mencionado problema del versor radial. Lo peor que podemos hacer es entrar en el

modo automatico y copiar el resultado de la (32) directamente reportando:

Ealambre (r) 2’0 1 f

y 2, ¥

Hasta que no escribamos correctamente ry r en términos del problema no habremos
terminado la resolucion. Repasemos un poco: I es el vector, perpendicular al alambre, que
nace en el mismo y termina en el punto de observacion. Para nuestro caso es
F= (d i+d j,d I?)—(O i+d j+d IZ): d i, sumoédulo vale r=d, y el versor correspondiente
r
I

A

esf =

La respuesta correcta es entonces:

E.Total (P) = EF’Iano (P)+ E>Alambre (P) = ﬂ ] +
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(5]

d

d

Figura 30. Un problema compuesto

Tema especial 1. Un ultimo ejemplo clésico y que parece
desafiar al método: Un cilindro macizo de radio a y largo infinito
esta perforado con otro cilindro de radio b corrido una distancia d
del centro del primero. El cilindro macizo estd uniformemente
cargado en volumen con densidad py. Consigna: calcular el campo
eléctrico en el centro del agujero (figura 31).A primera vista
parece que estamos condenados. El objeto es asimétrico por culpa
del agujero, por lo que parece que no queda mas remedio que
recurrir al método de integracion a través de la (9). Por suerte hay
gente ingeniosa que logra descomponer un problema dificil en
partes faciles. La idea genial es concebir al cilindro perforado de la

figura 31 como la suma de dos cilindros. Uno de radio a con

.

Figura 31. Un cilindro
cargado con una
perforacion

densidad o de carga positiva y otro, mas pequefio, de radio b y densidad de carga —pp. Al

combinar (sumar) ambos cilindros nos queda una zona sin carga (el agujero) y volvemos al

sistema original. Increiblemente simple y eficaz.
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Ahora todo parece mas simple; se trata de computar dos campos por separado y luego
sumarlos.Elegimos poner el centro del cilindro grande en el origen de coordenadas. El centro

del cilindro pequefio lo ubicamos P
n

sobre el eje y, es decir en el punto /’f—\ %
(0,d,0). v y

Primero  computamos el campo
debido al cilindro grande en el punto
(0,d,0). El problema es semejante al
analizado en  (34), faltando +
determinar las cantidades. El valor de

r esigual a d y el versor radial (en el

centro del agujero) apunta en la m
direccion j. Asi tenemos el aporte w

_ Pl .
grande ™ 5 ] Figura 32. El objeto de la Fig.31 “desarmado

0

del cilindro grande: E

Pasemos ahora al campo generado por el cilindro chico. El centro del agujero coincide con el
del cilindro pequefio. Cuando puntualizamos en la (34) nos encontramos con que el campo
generado por el cilindro chico es nulo!! Esto suena raro pero es correcto!! (Distinto habria
sido si el punto de observacion hubiera sido uno distinto al centro del agujero. Entonces el
campo computado anteriormente es la respuesta final e increiblemente coincide con el que
habriamos obtenido en ese lugar si el cilindro grande hubiera sido macizo. Desafio extra:
calcular el campo en otro lugar (ayuda: aplicar bien la (34) en lo referente a las distancias y

los versores; consultar al docente).

Fin tema especial 1

1.5. (Tema especial 2) Un comentario final sobre el uso de la ley de Gauss
en situaciones reales

De los tres tipos de ejemplos ilustrados con la ley de Gauss, formalmente s6lo uno de ellos
puede ser encontrado en la practica: la distribucion esférica. Los otros ejemplos requieren de

sistemas de extensién infinita por lo que quedan siempre orbitando dudas del tipo:

¢Es la ley de Gauss solamente una curiosidad matematica sin valor préactico?
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¢Existe alguna situacién del mundo real la cual pueda ser razonablemente analizada con
la ley de Gauss?

La respuesta es afirmativa pero encontrar la justificacion requiere de un poco de trabajo
porque debemos recurrir al fatigoso metodo de integracion para comparar los resultados, y asi
tratar de obtener conclusiones mas o menos generales.

No hay nada mejor que comenzar con los casos particulares. VVolvamos sobre el primero de
los sistemas infinitos: el alambre uniformemente cargado.

El conjunto de ecuaciones (6) brinda la fuerza eléctrica entre dicho alambre, de longitud L,
y una carga de prueba qo ubicada sobre la mediatriz del segmento que define el alambre y a
una distancia d. ;Como se relaciona este ejemplo con lo encontrado en (32)? Si en la (6)

hacemos tender el largo L a infinito, y dividimos por qo, obtenemos lo siguiente:

F,(F)=lim_,, % AL _ % 4
v Az e d,(2/ard?) 27& d
Ef)=—"—L F_oi+d j+ok

2re, d

el mismo resultado que brinda (32) (buenas noticias). Pero mejor ain, es que podemos
comparar la diferencia entre (6) y (32) conforme crece el largo del alambre (Cuidado: en la
(6) la distancia entre la carga de prueba y el alambre se denomina d y en la (32) como r).

Intuimos que la relacion entre el largo del alambre y la distancia del punto de observacion al

mismo (L/d) es relevante; por lo tanto factoreamos el término no nulo de (6) asi:

do . L L _ 9 A (Lj2d)

4rey dyf(2/a+d?) Ameod [la?|(L2d) +1]f 276 d |(L/2d) +1]
di

= A 1] (L/2d) L e e e |
") {Zﬂgod}\/(L/Zd)erl_ e

qu (F) =

En la Gltima expresion, el término entre llaves es idéntico a la (32); el restante refleja la
diferencia entre un alambre finito y uno infinito.Representemos solamente éste término que
marca la diferencia entre la (6) y la (32).

El resultado es muy instructivo. Conforme (L/2d) crece, el alambre se hace mas largo o nos
acercamos a él, la diferencia entre la (6) y la (32) se desvanece porque el factor de correccion

tiende a 1. Por ejemplo, para (L/2d)>4 la diferencia es inferior al 5%.
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1

0.9

(L/2d)/[(L/2d)>+1] M2
o o o © © ©
w N (6)] (o] ~ oo

o
[N

0.1

(L/2d)

Al haber considerado un punto centrado fuimos afortunados porque es facil observar que
existen aportes al campo simétricamente distribuidos por lo que el resultado convergia
rapidamente al limite. Un poco mas compleja resulta la situacion si el punto de observacion
no se encuentra centrado. Consideremos entonces que el borde izquierdo del alambre se
encuentra en -L; vy el derecho en Ly (El largo total del alambre es L=L4+L;). EI campo
eléctrico, recalculado con la idea de la (6), y dividiendo por qo para obtener el campo
eléctrico, resulta:
+Ld

1 *j-" (-x)Adx 2 1
e, o, (x? +d2)3/2 e, (x2 +d?)

E(T)

B 11
Ame| JL2+d? JL2+d?

+Lg

_|_i

_ 1 "¢ (d)Adx y) X
e, (1) =L [ (DA

- Are, it (sz +d2)3/ - 4re, d(x2 +dz)]/2

y) L, L

amd| [a) (L)

E,(F)=0 F=0i+dj+0k

Ahora el resultado es mas complejo de analizar. Primero notamos que el campo en la
direccién x ya no es nulo. Esto es comprensible si notamos que, visto desde el punto de
observacion, la distribucion de cargas ha perdido la simetria con respecto al eje y.

Repetimos el proceso anterior para hacer aparecer la razon L/d
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. ()= 11 |2 1
U Ame | JB+d? J24d? | 47| (L dE+1 (L d) 1

E, ( ) L, L, ={: ) } (Ly/2d)  (L/2d)

)= 2med ]l L2 41 L2 +1

Tanad| L jara7) L jara)

~

E,(F)=0 F=0i+d j+0k

Concentrémonos en la componente E, del campo (porque esta es la Unica presente si el hilo

fuera infinito). EI término entre llaves nuevamente representa el resultado que obtendriamos

en el caso de un largo infinito; el termino entre corchetes depende ahora de dos variables, por
lo que conviene una representacion bidimensional

Notamos que, para valores grandes de Li/d y Lq/d, el factor de correcciéon tiende a la unidad
como esperabamos.

Vamos a analizar un caso particular que ha traido muchos disgustos. ElI punto de
observacion se encuentra en el borde izquierdo del alambre (Li/d=0) y el largo total tiende a
infinito (Lg/d>>1). Aqui viene un resultado peligroso: el factor de correccion para este caso
es Y. Algunas personas dicen: es logico, tengo la mitad de la recta entonces el resultado es la
mitad. Lamentablemente este razonamiento es errdneo. Para empezar olvida totalmente la

componente en el eje x del campo (si insistimos con el otro punto de vista la componente Exes
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nula). El resultado es simplemente una coincidencia (en el eje y) y no significa que hayamos
resuelto bien el problema. NO podemos emplear eficazmente la ley de Gauss porque al

problema le falta “la mitad”.

CUIDADO!!!I: El ejemplo anterior, si bien muestra que es facil encontrar
ejemplos donde el alambre se comporte como virtualmente infinito, es
contrario al interes “aprobistico” de los alumnos. Si bien la grafica ilustra
gue nos es necesario que el alambre sea demasiado largo como para que se
comporte como infinito, el 99% de los docentes calificardan como
insuficiente a un alumno que aplique la (32) en lugar de la (6) cuando el
cable es finito. ¢ Entonces, por que lo puse? Lo hice porque queria mostrar
la transicion suave y que los ejemplos “extremos” no son solo ejercicios
matematicos desprovistos de interés cotidiano. Recomendacion final: Si en
un ejercicio el alambre es finito vayan por el camino de la (6), asi evitaran
disgustos, pero recuerden que el infinito no queda tan lejos.

Fin tema especial 2

1.6. Eltrabajo de las fuerzas eléctricas. La diferencia de potencial

Los capitulos anteriores estuvieron dedicados al calculo del campo eléctrico con distintas
herramientas. Repetimos que nuestro interés en el campo eléctrico estriba en que con fuerzas
eléctricas podemos mover cargas (aunque aun no hemos ahondado mucho en esto) y todo el
negocio eléctrico reside en mover cargas ordenadamente (desde la linterna mas humilde a la
computadora mas espectacular).

Si volvemos a nuestra querida carga de prueba e imaginariamente la transportamos desde
un punto de partida hasta un punto de llegada resulta claro que, en general, habra un trabajo
involucrado.

Este tema resulta ser tan importante nuestra area que lo vamos a desarrollar lentamente
para formularlo en una forma préactica para nuestros objetivos.

Comenzamos con la figura 33. La carga de prueba go esta sometida a un campo eléctrico

E generado por un conjunto de cargas, estaticas, no mostrado. Obviamente acttan fuerzas

eléctricas sobre todas las cargas, en particular la de prueba. Para mantener las cargas en sus
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respectivas posiciones pensaremos que estan fijas gracias a algun adhesivo, salvo por la carga
de prueba que es retenida por nuestra mano.

Ahora imaginamos que movemos a (o desde una posicion de partida hasta una de llegada
siguiendo un camino C. Lo hacemos de una manera muy lenta, de forma tal que la velocidad
de la carga sea virtualmente nula en todo momento. Para cumplir con esta consigna la fuerza
que aplica nuestra mano debe ser de igual médulo y leend

egada

opuesta a la que ejerce el campo eléctrico (de lo

contrario habria una fuerza neta sobre la carga, ésta —

aceleraria y la velocidad no seria casi nula). Esta @~———
forma de desplazar la carga recibe el nombre de — i
cuasi-estatica (el nombre es claro) y asegura, entre 4,

otras cosas, que la energia cinética de la carga sea

casi cero, por lo que el trabajo realizado por la

mano es opuesto al efectuado por las otras fuerzas id
parada

(eléctricas en este caso)

Figura 33. Una carga de prueba
sometida a un campo eléctrico recorre
un camino

Volvamos por un rato a Fisica | y computemos el trabajo W hecho por la mano:

llegada llegada llegada
Wpartida—llegada = .[ I:mano -dl = I _Feléctrica -dl = J. —qu -dl (36)
partida partida partida

En la (36) escribimos la fuerza aplicada por la mano como el valor opuesto a las fuerzas
eléctricas, es decir el producto de la carga de prueba por el campo. Por un tema de
nomenclatura tuvimos que omitir que el camino de integracion es la curva C y que por lo
tanto dI es un elemento de camino tangente en todo punto a C.

Nada mejor que un primer ejemplo facil. La carga de prueba esta sometida al campo
generado por una unica carga Q positiva, ubicada en el origen de coordenadas (figura 34). Los

puntos de partida r; y llegada r, (i por inicial, f por final) se encuentran sobre una recta que

pasa por Q y el camino recorrido es a lo largo de esta recta.
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o
If qﬂ I_z
. | 2 |

Figura 34. Desplazando la carga de prueba en el campo de una carga puntual

Calculemos entonces el trabajo realizado:

T o P dr 1 1
er]r_:—J'qu-dI:—jq0 Q —Z-drr:—.[q0 Q dr_aQ [———J(W)

drg, o Amey\ re T

Hay que comentar muy lentamente cada uno de los pasos de la ecuacion anterior. Primero
tenemos el campo eléctrico generado por Q. La ecuacion (18) nos da su modulo y direccion.

En este ejemplo tan simple el elemento de camino es recorrido en direccion radial, por lo que
escribimos dl =dF =dr f. Aqui es importante destacar un error muy comdn; muchas

personas dicen: “Estamos yendo de derecha a izquierda, por lo tanto el elemento de camino
deberia ser escrito con un signo menos delante”. Esto NO es correcto. La mencion a que el
recorrido es de derecha a izquierda ya esta contemplada en los limites de la integral. El
camino es a lo largo de la direccion radial y son los limites los que dan el signo correcto. Si
esta explicacion es insuficiente vamos a verlo desde otro punto de vista. El movimiento de g
es tal que nos acercamos a Q. Dado que actua una fuerza repulsiva entre ambas por ser del
mismo signo, el trabajo realizado por nosotros es positivo (verificarlo). Esto estd confirmado
por el signo de la (37) dado que el factor delante del paréntesis es positivo, ademas dado que

ri<ri, también el paréntesis es positivo. CUIDADO: r; y r; son los médulos de T y T,

respectivamente. La (37) es por lo tanto un escalar, que es lo correcto puesto que se trata de
un trabajo.

Este fue un ejemplo facil; vamos a considerar uno T
méas complicado. Los puntos de partida y de llegada
no se encuentran sobre una recta que pase por Q

(figura 35), pero nos autorizan a tomar el camino que

mas nos plazca.
Esta libertad deelegir el camino es maravillosa, Figura 35. Un camino més
. complicado
vamos a proponer la solucion del hombre vago y

tomamos el camino también mostrado en la figura: el trayecto desde F, hasta aes un arco de

circunferencia con centro en Q. Luego, desde a hastar, retomamos el recorrido radial del
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primer ejemplo. El trabajo realizado en el primer tramo es nulo porque el campo es
perpendicular al desplazamiento. El trabajo realizado en el segundo tramo queda entonces
dado por la (37), pero notamos que a=r;, por lo que el trabajo realizado vuelve a tener la
misma expresion que antes aunque los puntos estaban ubicados de otra manera.

¢ Es pura casualidad? ;Qué sucede con otros caminos?

En lugar de probar infinitas posibilidades es mejor recordar que el trabajo es un caso
particular de la circulacion de un vector a lo largo de una curva. La herramienta que nos
facilita la tarea es el computo del rotor del vector (recordar teorema de Stokes).

En coordenadas esféricas el rotor esta dado por:

rot(E)=W{% sin

1 1 O©oE, 0 ~ 1|0 Bk ~
2 - _ 9 (rE (e )-%Er|d=0; r=0
I’Lin(go) 00 8r(r 9)}“{ (=) B } =

(38)

El resultado se obtiene a partir de notar que E, = 4Q iy E,=E, =0
TTE,

El rotor del campo eléctrico generado por una carga puntual es nulo en todo punto que no

coincida con la carga. Esto nos dice que la circulacion del campo eléctrico en un camino

cerrado es cero (j?— E-dl =0) y por lo tanto se trata de un campo conservativo. Esto no es
C

sorprendente porque la ley de Coulomb tiene la misma forma matematica que la ley de
gravitacion de Newton, asi que ambas comparten las mismas propiedades matematicas y
recordamos de Fisica | que las fuerzas gravitatorias son conservativas.

En virtud del principio de superposicion, lo determinado para una carga puntual puede ser
extendido a un conjunto de cargas. Llegamos a la importante conclusion que el campo
eléctrico generado por una distribucion estatica de cargas (electrostatico) es conservativo.
Este descubrimiento es muy valioso porque nos dice que el trabajo realizado contra las
fuerzas eléctricas queda disponible en el sistema para poder ser utilizado posteriormente. En
este sentido es idéntico al caso de elevar un peso realizando un trabajo. Sabemos que éste
gueda almacenado como energia potencial gravitatoria y lo podemos utilizar en otras
aplicaciones. A nadie sorprendera que dentro de unos parrafos introduzcamos el concepto de
energia electrostatica.

Pero volvamos ahora sobre un argumento que ya utilizamos al definir el campo eléctrico.
Al observar la (36) notamos que hay una dependencia lineal trivial del trabajo realizado con

el valor de la carga de prueba qo. Podemos repetir lo hecho y concebir el trabajo realizado por
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unidad de carga. Esta cantidad es util porque, una vez evaluada, para obtener el trabajo
realizado para un valor particular de go nos basta con efectuar un producto. Esta magnitud

recibe el nombre de diferencia de potencial V. Por lo dicho queda definida por:

V)V ()=t =—fE~df (39)

q
Los términos del medio y de la derecha de la (39) son de interpretacion directa. Distinto es

el caso con el de la izquierda. Lo hemos escrito como la diferencia de dos magnitudes
evaluadas en dos posiciones diferentes. Esto es valido porque hemos demostrado que el
campo eléctrico es conservativo. Por lo tanto la circulacién del mismo entre dos puntos es
independiente del camino y eso se traduce en que dicha circulacion puede ser evaluada como
la diferencia de una funcién escalar, llamada potencial (en sentido matematico, no eléctrico).
La unidad SI de la diferencia de potencial se denomina Volt (V), en homenaje a Alessandro
Volta quien aportd mucho a nuestro conocimiento de los fendmenos eléctricos. Obviamente
1Vv=1J/C.
Para el caso de la (37) la diferencia de potencial es:

vy )—V(ﬁ)Zi(i—lj (40)

Arg,\ 1y T

Vamos a reescribir (39), previa diferenciacion, en una forma alternativa:

dV =—E-dl :—(EX I +E, ]+E, IZ)-(dx i +dy j+dz IZ):—(EX dx+E, dy +E, dz) (41)
Por otro lado sabemos que (lo ensefian en Analisis I1):
oV oV oV

dV =—dx+—dy+—dz (42)
OX oy oz
Finalmente, comparando (41) y (42):
= N N =2 0OV
E=——i+— j+—k |=—grad 43
[ x Ty w ) grad(V) (43)

La (43) contiene la misma informacién que la (39). Podemos, ligeramente, decir que una
representa la “ida” y la otra la “vuelta”. Conocido uno cualquiera, podemos computar el otro.

Una curiosidad matematica a futuro; si combinamos la (26) con la (43) resulta:

div(E):g£ = div[-grad(V )] = -v*(v)= 2 (44)
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La (44) se denomina ecuacion de Poisson (El operador V?recibe el nombre de laplaciano).
Es una ecuacion diferencial a derivadas parciales de segundo orden. Las técnicas para
resolver estas ecuaciones son temario de Analisis 111 y no todos los alumnos deben cursar esa
materia, por lo que no podemos ahondar en ella. S6lo diremos que, a pesar de la complejidad
aparente, hay mas métodos para resolver ecuaciones diferenciales como la (44) que
ecuaciones integrales como las que propone la ley de Gauss. De hecho, los programas tales
como FEMM, QuickField (y otros), resuelven en forma numérica la (44) con mucha rapidez.
De todas formas, en nuestra materia nos restringiremos a las formas integrales, aplicadas a las
formas mas simples, de forma tal de mantener la complejidad matematica dentro de un rango

“razonable”.

1.7. El problema de la referencia. La maldicion de “El potencial”

Hasta aqui tenemos definida la diferencia de potencial entre dos puntos. Siempre surge la
pregunta: ¢Ddnde esta el cero? Respuesta: Donde nos plazca. Asi como el nivel de referencia
para la energia potencial gravitatoria es el que nos quede més comodo para un problema en
particular, lo mismo sucede en este caso. El tema no daria para mas si no se hubiera
popularizado, demasiado, la siguiente convencion que, si bien es coémoda, ha traido muchos
disgustos.

Volvamos a la situacion en que la fuente de campo sea una Unica carga Q e imaginemos

que la posicion inicial 1. de qo estuviera extraordinariamente alejada (en el infinito,r, — o).

Hagamos de ese lugar el de referencia y asignemosle un valor nulo: V(«0)=0. Ahora que
tenemos un lugar y valor de referencia (totalmente arbitrario por cierto), obtenemos una

funcion potencial definida en cualquier punto. Por ejemplo, la (40) se transforma en:

anMa)-vm)]:vm>-o=v<n>=nmm{%[ﬁ-ﬁj}%g

(45)
Q 1

v (Ff ): Are, 1,

Esta expresion no sélo es cémoda matematicamente sino que, como veremos mMas

adelante, nos facilita el célculo de la cantidad de energia almacenada en un sistema de cargas.

Igualmente NO hay que olvidar que la (45) representa una eleccion ARBITRARIA del lugar
de referencia y el valor correspondiente. Esta asignacion se hace tantas veces que degenera en
un vicio: el de hablar del potencial de un punto cualquiera. Vedmoslo con un ejemplo.

Supongamos que en la (45) la carga Q es de 1 nC y la distancia rs de 1m. El valor numérico
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que obtenemos es V(r )= 9 V. Es aqui cuando muchas personas se expresan descuidadamente
y dicen solamente: “El potencial del punto r; es aproximadamente 9 VV”. Si la oracion termina
aqui es, cuando menos, incompleta y conduce a razonamientos generalmente erroneos. La
oracion correcta, aunque muy larga, es: “El potencial del punto r; es aproximadamente 9
V, tomando como punto de referencia al infinito y asignandole a éste un valor nulo”.
Esta forma es intolerablemente larga, pero enfatiza la importancia de informar el punto de
referencia utilizado.

A esta altura tantas recomendaciones pueden parecer exageradas, pero ilustraremos con un
ejemplo los problemas de automatizar la eleccién del punto de referencia.
El objetivo es calcular la diferencia de potencial entre dos puntos si el objeto cargado es el
plano infinito de la figura 28. Supongamos que dicho plano coincide con el xy y que los

puntos de observacion corresponden a la region z>0 para hacer todo mas facil.

i O, .
El campo vale E(r):—0 k (el versor normal al plano apunta a lo largo del eje z). Los
&o

puntos son F =(x,y,,z)yF =(x;,y;,z,) y el camino de integracién (que lo elegimos a

nuestra conveniencia) lo hacemos primero a lo largo de una recta desde (x;,yi,zi) hasta (xi,Yi,z)
y luego otro tramo recto desde (x;,yi,zr) hasta (x,ys,zs). Para el primer recorrido el elemento de

camino vale di =dz k, por lo que obtenemos:

XirYirZ¢ XirYiiZ¢
VX, vz, )-V(x.,y.z)=— [E-di= [ Zok-dzk=-0(z, -1 46
boyz)va)=- JEdT- [ Zokedrk=—ga -2) (46)

Si pasamos ahora al segundo tramo, notamos que el camino es perpendicular a las lineas de
campo, por lo que la diferencia de potencial es cero. La conclusion es que la (46) es la
diferencia de potencial total entre los puntos inicial y final. El resultado era de esperar porque
las lineas de campo estan a lo largo del eje z y entonces sélo importan cambios de posicion
en esa direccion. Ahora vamos a lo dramatico: ;Que pasa si insistimos con el criterio de
eleccion para el punto de referencia? Muy pronto vemos que no podemos porque deberiamos
hacer tender z; a infinito y la expresion diverge.

¢Qué sucedid? La respuesta es simple; hemos exagerado tanto para conseguir un coémputo
simple del campo eléctrico que terminamos con un objeto (el plano cargado) que contiene una
cantidad total de carga infinita. No es de sorprender que el problema se torne divergente. El
mismo problema existe con el alambre infinito porque nuevamente la cantidad de carga
almacenada es infinita. En el mundo real los alambres y planos son de extension finita, por lo

tanto, al alejarnos mucho en el intento de llevar el punto de referencia al infinito, la ley de
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variacion del campo se aparta notoriamente de la obtenida bajo la suposicion que el sistema es
ilimitado y expresiones como la (46) deben ser recalculadas (lamentablemente la expresién
del campo se vuelve mucho mas dificil). En los casos “faciles” (plano o alambre infinitos) es
INUTIL, buscar un punto de referencia y un valor que arreglen el problema. Es una intencion
destinada al fracaso porque el problema es intrinsecamente divergente.
Sin embargo, los casos “faciles” son demasiado atractivos como para despreciarlos. Ademas
existen muchos objetos del mundo real que se aproxima a los idealizados. No habra hilos
infinitos, pero si cables muy largos y lo mismo sucede con placas planas. Para estas
situaciones podemos calcular la diferencia de potencial siempre y cuando los puntos inicial o
final no involucren al infinito.

Calculemos ahora un caso “facil”: la diferencia de potencial entre dos puntos debida a un

hilo homogéneamente cargado y de largo infinito.

Gt

27,

El campo ya lo conocemos y esta dado por la (32): E = r

=|r

Dada la forma funcional del campo vemos que solo es relevante la diferencia en las
coordenadas radiales de los puntos inicial y final, por lo que los podemos suponer ubicados
sobre una recta que pasa por el hilo y es normal a éste.

L r,
V(F J.E dl = _'[(27?80 jdrr) ijeo In(?](ﬂ)

Como se puede apreciar, nuevamente estamos en problemas si cualquiera de las
posiciones tiende a infinito (o r; a cero). Si embargo, tanto el caso del plano (46) como el hilo
(47), brindan respuestas “buenas” para posiciones acotadas. Ademas, veremos que en varias
circunstancias nos encontraremos con objetos cargados que siguen razonablemente estas

ultimas expresiones

En sintesis: debemos hablar de diferencias de potencial y tratar de evitar a toda costa decir

“el potencial” sin especificar la referencia porque puede traer confusiones graves.

1.8. Diferencia de potencial con varias cargas

Hasta ahora, los ejemplos se han limitado a una Unica carga puntual y distribuciones planas
o cilindricas infinitas. Pasemos al andlisis con varias cargas (figura 36). Queremos calcular la
diferencia de potencial entre los puntos inicial y final; no dibujamos el camino porque ya

sabemos que no es relevante.
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La primer idea es la de computar el campo eléctrico para un punto genérico del espacio, para
luego pensar un camino “ingenioso” que permita resolver la (39) con el menor sufrimiento

posible.

Figura 36. Diferencia de potencial en un sistema de varias cargas

La idea es impecable porque apunta a la aplicacion directa de la definicion.
Lamentablemente no siempre es la mejor porque involucra dos pasos: 1) determinar el
campo eléctrico (con sus tres componentes), 2) integrar desde el punto de partida al de
Ilegada. Mucho esfuerzo.

Mejor es volver al principio de superposicion y considerar que sélo existe g;. En tal
situacion la diferencia de potencial vale (a partir de la (40)):

VE)-v@E), =2 Ll . } “9)

g, fr-t

-

f

[l 1}

En esta expresion aparece explicitamente la posicion de gi (F;) porque ella no se encuentra

en el origen de coordenadas.Repitiendo para gz y g3 tenemos:

(49)

:47750 i _rs‘_|ﬁ_rs|

Ahora s6lo queda sumar los tres aportes debidos a qi, g2 Y 3.
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VE)-v)] -G [‘ 1 {J+

102,03 472'80 Ff — Fl‘ ||_"; - I’l

g, 1 1 +q3 1 1
dzey |7 5 [-E| 4me|fr -] [§-F

Sin dudas es mucho menos trabajo que el método basado en la integracion.

(50)

Si queremos volver a definir al infinito como el punto inicial de referencia obtenemos una

expresion simplificada:

qal 1{ T %WIW@rm (51)

- =1 . o T
R N R A AR AR

Obviamente, si bien presentamos tres cargas, el método se puede extender facilmente a un
conjunto discreto de cargas.

Un poquito mas de trabajo requiere el caso de tener una distribucion continua de cargas;
perola claveestd en generalizarla ecuacién (50). Volvemos sobre la distribucion
unidimensional de carga, aunque después lo generalizaremos (ver figura 37)

y

Alambre cargado

dg=Adl

=

1
#10

0 "

Figura 37. Diferencia de potencial entre dos puntos debido a un alambre cargado

Como siempre, la carga de prueba qo es desplazada desde el punto inicial al final
(mantenemos la nomenclatura previa). La idea tomada “prestada” de la (50) es que dividimos
el sistema en un gran numero de partes (luego tomamos el limite hacia infinito). Si centramos
nuestra atencion en el tramo rojo con carga dq, podemos calcular el diferencial de diferencia

de potencial (suena a trabalenguas) como:
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dv(F, )-V ()= dq{ : < } (52)

A
Notese que la posicion F de la i-ésima carga ha sido reemplazada por la posicion genérica '
del elemento rojo.
Ahora solo resta aplicar el principio de superposicion integrando sobre todas las
contribuciones para obtener:

V(R )-V(E)= | dq[ = E }j MI[ 1 1 ] (53)

Cable 47[‘90 ‘Ff 4 3 |ﬁ r Fl| Cable 472—80 ‘Ff - I_ﬂ‘ - |ﬁ - F’|

La extension a sistemas 2-D y 3-D es directa (¢ se animan a escribirlas?)
La expresion (53) se simplifica si hacemos del infinito el punto de referencia:

V()= | ﬂ[#]— [ 22 [#} (V(er)-0) 54

= 44 = =1
Cable 47[80 ‘rf — [ ‘ Cable 4'72.80 ‘rf -r ‘

La expresion anterior, y sus equivalentes bi o tridimensionales, son aplicables en la medida
en que el objeto cargado no sea de dimensiones infinitas porque caeriamos en el problema ya
comentado.

llustremos con un ejemplo. Una distribucion uniforme de cargas con forma de anillo de
radio a se encuentra en el plano xy con su centro en el origen de coordenadas. Se desea
conocer la diferencia de potencial entre los puntos inicial (0,0,2a) y final (0,0,-a) (figura 38).

o~z

B
[ 1|

Figura 38.Diferencia de potencial entre dos puntos generada por un anillo cargado
Comencemos asignando variables: ¥, =(0,0,2a); F, =(0,0,-a)

La posicion del elemento cargado genérico es: I = acos(¢')i +asin(¢') j+0K. El elemento

de camino dl lo obtenemos por derivacion de la curva paramétrica anterior:
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dl' =(-asin(¢')d¢',acos(¢') d¢',0); dl =\/a %sin’ (¢')+a” cos® (¢') d' =adg’
Ahora podemos armar los distintos términos de la (53)

:|(0,0,2a)—(acos((p'),asin((p’),0)|:|(—acos((p’),—asin( ’),2a)|:\/§a

|Ff—r'|:|(0,0,—a)—(acos(go’),asin(go’),0)|:|(—acos(go) —~asin(¢'),- )| J2a

J-/lodl 1 1 | _Fhadg[ 1 1 }:%[L_L}
anitlo 4776 | [y =T |ﬁ_F’| o 4re, '_\/ga %) 2¢, J5 42

Como se puede apreciar la complejidad del desarrollo se redujo bastante comparado con

“l

la que nos habriamos enfrentado en el caso de computar primero el campo y luego integrarlo a
lo largo de algin camino.

No todos los casos se ven beneficiados por esta aproximacion. Cuando la forma funcional
del campo es facilmente calculable (como en los ejemplos desarrollados a partir de la ley de
Gauss) la aplicacion directa de la (39) es més simple.

Consideremos, por ejemplo, el caso ya tratado de una esfera de radio a uniformemente
cargada en volumen con densidad o, (ecuaciones 29 y 31). Tenemos tres alternativas posibles:
1) los puntos inicial y final se encuentran fuera de la esfera, 2) uno se encuentra fuera y otro
dentro, 3) ambos se encuentran dentro. Tratar todos los casos es largo y sélo queremos
puntualizar ventajas de un método u otro. Tomemos, arbitrariamente, la segunda opcién con
ri=ay ri<a.

Dado el caracter radial de las lineas de campo, sélo es relevante la diferencia en dicha
coordenada entre los puntos inicial y final. Por lo tanto, aungue no se encuentren en una recta
que pase por el centro de la esfera, los podemos imaginar en tal situacion. La diferencia de

potencial por integracion directa brinda:

vl ) fE o { A% A

_%{a{%_%@;_ag}

Es importante notar que la integracion tiene dos sumandos, correspondientes a las dos

00
o
m
g,,'._._,l
ﬁ)

regiones diferentes.Si optamos por una ecuacion anéloga a la (53) resulta:
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Esfera 47[80 ‘rf -r ) ‘n - r"

Vi)V~ | podV[ 11 }

Aca nos enfrentamos con un problema operativo: Por la forma del objeto cargado parece
natural utilizar un sistema de coordenadas esférico. Lamentablemente, en este sistema, las
diferencias de vectores son expresiones complicadas. A pesar de lo horrible que parece
conviene pasar a un sistema cartesiano, pero claramente los limites de integracion resultan
terriblemente complejos. Conclusion: a pesar de ser un problema simple, es preferible recurrir
a la integracion del campo antes que recurrir al computo a través de la (53).

El resumen de estos ejemplos nos ilustra que hay que evitar el modo automatico y
meditar antes de actuar. En algunos casos es preferible calcular la diferencia de
potencial a través de la (39) y en otros por la (53). (Cémo lo sabemos? Practicando un

poco hasta adquirir la habilidad para reconocer el mejor camino.

1.9. Equipotenciales

Volvamos por ahora a la situacion en que la eleccion de la referencia estdndar no acarrea

dramas. En tal situacion todo punto r del espacio tiene asignado un potencial V(r). Las

regiones de V(r)= cte definen las Ilamadas curvas o superficies equipotenciales las que, en

virtud de la (43), resultan ser perpendiculares a las lineas de campo como muestra la figura 39
para el caso de una carga positiva.

Dada la conexion entre campo eléctrico y potencial ya mencionada (43) no es usual dibujar
ambos porque el dibujo se vuelve confuso (particularmente en blanco y negro). Las curvas
equipotenciales son de interés porque al desplazarnos sobre ellas no se realiza trabajo. En
breve veremos que desplazar cargas dentro de un metal no requiere de trabajo alguno, por lo
gue son objetos equipotenciales. Por ultimo, y contando algo antes de tiempo, vale la pena
mencionar que las pilas comunes son dispositivos que transportan carga entre los bornes de
entrada y salida con la peculiaridad que la cantidad de trabajo que realiza por unidad de carga
(diferencia de potencial) es un valor constante; por ejemplo 1.5 V. Ya volveremos sobre las

pilas.
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v
S

s NN

= /
AN
Figura 39. Lineas de campo (azul) y equipotenciales (rojo) de una carga positiva.

Un segundo ejemplo serd de ayuda. Dos cargas de igual valor Q y distinto signo (se
denomina dipolo a esta configuracion) se encuentran ubicadas sobre el eje x en las posiciones
+d/2 y —d/2. La herramienta directa es la (51) con:

R=(+d/2,0);;,=(-d/2,0)

v(r):Q{l 1}

4z, | [F-7| -7

Claramente aqui resulta V(0)=0 porque dicho punto se encuentra a igual distancia de ambas
cargas. Lo mismo ocurre con los puntos sobre el eje y. Con un poco de algebra (o
computadora) se pueden
encontrar  otras  curvas
equipotenciales como las
que muestra la figura 40.

Figura 40. Lineas equipotenciales para un dipolo
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